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VORWORT. 



Mathematisch - physikalische Studien führten den Verfas- 
ser vorliegenden Schriftchens mehrfach auf die Bessel'schen 
Functionen, und veranlassten ihn, sich mit denselben 
eingehender zu beschäftigen. Diese Transcendenten , theo- 
retisch äusserst interessant, scheinen berufen, auch in den 
Anwendungen des Calculs eine immer wichtigere Rolle zu 
spielen; ja es dürfte kaum zu gewagt erscheinen, denselben 
in dieser Hinsicht gleich nach den goniometrischen Functio- 
nen ihren Platz anzuweisen. 

Es liegt diesem Werkchen der Gedanke zu Grunde, 
die Eigenschaften der BesseTschen Functionen in möglichst 
einfacher Weise aus drei Grundgleichungen herzuleiten. 
Dabei wird jede Function eine BesseTsche genannt, welche 
je zweien dieser Grundgleichungen, aus denen die dritte 
unmittelbar folgt. Genüge leistet; da diese zwei Gleichungen 
äquivalent sind einer linearen Differentialgleichung zweiter 
Ordnung, so kann es nur zwei Arten B es seTscher Functio- 
nen geben*. Wir haben demnach eine Bess einsehe Function 
erster und eine BessePsche Function zweiter Art. 

Diese Benennung weicht ab von der durch C. Neumann 
in seiner „Theorie der BesseTschen Functionen'^*) adop- 
tirten, wo eine Function O, die zur BeBseTschen Trans- 
scendente I in einer ähnlichen Beziehung steht, wie die 
Kugelfunction Q zur Kugelfunction P, welche aber nach 



*) C. Neumann: Theorie der BesseFschen Functionen. Ein Ana- 
logon zur Theorie der Kugelfunctionen. Leipzig 1867. 
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unserer Definition keine BesseTsche Function wäre, als 
B es s ersehe Function zweiter Art aufgeführt wird. Das 
erwähnte vortreffliche Werkchen von Neumann stellt über- 
haupt die Analogie der BesseTschen mit den Kugelfunctio- 
nen in den Vordergrund. Bei dem ganz verschiedenen 
Wege, den das vorliegende Schriftchen verfolgt, schien es 
dagegen geboten, jene Analogie bei Seite zu lassen und die 
Benennungen aus der Natur der BesseTschen Functionen 
selbst zu schöpfen. Das mathematische Publicum mag ent- 
scheiden, welcher Nomenclatur der Vorzug zu geben sei. — 

Bisher wurden nur BesseTsche Functionen mit (positiv 
oder negativ) ganzem Index betrachtet; der Verfasser 
glaubte auch solche mit (positiv oder negativ) gebroche- 
nem Index einführen zu müssen. Diess gelang namentlich 
durch die Gleichung (V.), welche die Definition der B es- 
se Tschen Functionen mit beliebig negativem Index enthält. 
Die Naturnothwendigkeit dieser Erweiterung tritt klar hervor 
im dritten Abschnitt bei der Integration linearer Differential- 
gleichungen. 

Während die Bosse Pschen Functionen mit negativ 
ganzem Index bis auf das Vorzeichen identisch sind mit 
denen von gleichhohem positiven Index, sind die mit negativ 
gebrochenem Index wesentlich verschieden von jenen mit 
gleichhohem positiven Index, und verhalten sich in Bezug auf 
die bereits erwähnten Difi^erentialgleichungen zu den letzteren, 
wie B es s eTsche Functionen zweiter Art zu solchen erster Art. 

Die Reihenentwickelungen der §§. 13 — 15 sind auf einem 
geradezu elementaren Wege aus den Grundgleichungen her- 
geleitet. Als Analoga zu diesen Reihen sind der Fourier'sche 
und der Schlömilch'sche Lehrsatz mit naheliegenden Er- 
weiterungen beigefügt worden. 

Der zweite Abschnitt behandelt die Boss cTschen Functio- 
nen zweiter Art, welche auf sehr einfachem Wege aus denen 
erster Art hergeleitet werden. 

Im dritten Abschnitt endlich werden mehrere lineare 
Differentialgleichungen, dai-unter die bekannte Riccati'sche, 
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VORWORT. V 

durch BessePsche Functionen auf eine einfache und völlig 
erschöpfende Weise integrirt. 

Der Anhang enthält als eine vielleicht Manchem er- 
wünschte Beigabe die von Hansen berechneten Tafeln der 
Bess einsehen Functionen erster Art. 

Es war nicht meine Absicht, in dem vorliegenden Werk- 
chen, welches ich hiermit der wohlwollenden Nachsicht der 
Leser empfehle, eine umfassende Theorie der BesseTschen 
Functionen zu liefern; ich war jedoch bestrebt, die wich- 
tigsten bisher über diese Transcendenten bekannt gewordenen 
Sätze in den hier befolgten Gedankengang einzuflechten und 
dadurch dem strebsamen Anfänger einen Leitfaden in die 
Hand zu geben, der es ihm möglich macht, in das Studium 
der für den Physiker und Astronomen so wichtigen Bes- 
sePschen Functionen mit Leichtigkeit einzudringen. 

Hohenheim, im April 1858. 
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Erster Abschnitt. 

Die Bessersehen Funetionen erster Art. 

( 



§. 1. Beductionsformeln für Jj'z). 

Die BesseTsche Function J*z) sei definirt durch die 
Gleichung 

7t 

(I.) j/^x = -— . I COS (z cos (o) sin ^"co . dca 



n 



Vit 2T(v+^) _^ 

oder, was dasselbe ist, durch 

J{z) = 



/ e'^^'^'^si 



Sin CO . ao , 






wo das Argument z eine beliebige complexe Zahl bedeutet, der 
Index V aber reell und grösser als — ^ gedacht ist. 

Um eine Reductionsformel zu erhalten, integriren wir tbeil- 

weise, indem wir e^^^^^^mto als zu integrirenden Factor be- 
trachten, und finden zunächst 



/ 



e sm CO . a 00 :=: 



^IZCOSCU 

. 2v— 1 C 

— Sin CO . 



tz 

folglich, wenn nur v > ^ ist 



, 2v— 1 / tzcosw . 2*-2 , 

-f- — -. — i e sin CO . cos o • a o , 



9r 



^ 



ixco%Oi „:^2v 

6 Sin CO 



n 

2v — 1 / tzcoscu . 2v— 2 ■ j 

,dG) = —. — I e sin CO . cosoo . e/co . 

iz J 





Durch nochmalige Anwendung desselben Verfahrens ergibt sich 
weiter 

Lommel, Bessel'sche Functionen. 1 
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zcoso) • 2v — 2 , • 21/— 3 6 

sm CO . cos w . a© = — sin © . cosoo. — : 

tz 



+ 1 I izcosta jt • 2»'— 3 \ 

— I ^ d{sm w.cosco), 

also, wenn v > ^ ist: 



9t 



p 



z cos Ol :_2v — 2 ^ , 

sm CO . cos €D , düD 





9r TT 

izcoscu . 2v — 4 



e sin CO cos^ ca.aüi}. 



Setzt man diesen Werth oben ein, so kommt 

n n 

l.e sin CO . c?co = ^^ Iß sm co.e/co 



TT 



Z« 



/•• 



(2v — l)(2y — 3) / iz cos 0) - 2r— 4 ^ ^o ^ 

^ ^-i I e sin CO . cos -^ CO . den 



(2v— l)(2l'— 2) / tzcosoi^. 2r— 2 , (2 V— 1) (2 V— 3) /* ircoso) • 2v— 4 , 

-\ -le sin co.aco — ^^ -~ %e sin co.aco. 

1 z'' 

Multiplicirt man hier beiderseRs mit -= • » so erhält 

man für die Bessel'sche Function /(;) folgende Reductionsformel : 

/||N ,y _ 2(y — 1) .y-l yy-2 

(H.J /(«) = ^ J{z) J{,z) . 

oder auch, wenn man v-^-l statt v schreibt: 

(IL aj — y(^) = /(j) + /(j) . 

Vdn diesen Gleichungen gilt die erstere, so lange i^ > ^, die 
zweite, so lange v ^ \ ist. — 

Mit Hilfe der Formel (II.) kann y" (wir lassen der Kurze 
wegen das Argument z weg) auf /*'""* und /^~^ reducirt werden. 
Drückt man alsdann mittelst der nämlichen Formel J^~^ durch 
/ und / aus, und setzt diesen Werth in (IL) ein, so er- 
erscheint jetzt J^ auf J^~^ und /""^ zurückgeführt. Durch m malige 
Wiederholung dieses Verfahrens kann schliesslich J"^ durch /""*" 
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und z^"*""^ ausgedrückt werden. Das Gesetz, nach welchem sich 
diese Reduction vollzieht, ist meines Wissens bis jetzt nicht be- 
kannt gemacht worden. Dasselbe ist ausgesprochen in folgender 
Gleichung: 



(1). f = j^-^ y (- 1)^ . 



^m-p)P\-^ {2v-2.m+2pr-^P\^ 



X/ ^ ^ pl 2»'— 2p 

_ ,r-m-i 'Sn ,_. ^p (m-~l-^p)P\-^ (2v-2m + 2+2pr-'^-^P\^ 
X, \ ^) ' p\ ' /«-l-2p 

WO die Ausdrücke hinter den Summenzeichen 27 die allgemeinen 
Glieder zweier endlichen Reihen vorstellen, deren einzelne Glie- 
der daraus hervorgehen , ^wenn man statt des Buchstaben p nach 
und nach 0, 1, 2, ... und alle positiven ganzen Zahlen einsetzt; 

in der ersten Summe braucht man aber p nicht grösser als — 

zu nehmen, weil für grössere Werthe von p der Factor [m — p)^ 
und damit alle folgenden Glieder der Reihe verschwinden; ebenso 

braucht in der zweiten Reihe p den Werth ^^ nicht zu über- 

Steigen. 

Die allgemeine Geltung der obigen Formel ist erwiesen, sobald 
gezeigt ist, dass dieselbe, wenn sie für irgend einen Werth von 
m zutrifft, auch noch für den nächstfolgenden Werth m-\-l richtig 
ist. Man erhält aber aus (IL): 

jv^m 2{v — m — 1) v—m—1 jV—m—2 

z ' • ' 

Setzt man diesen Werth oben ein, so ergiebt sich zunächst 

,r^,r-m-l^/ ^.p (m— p)^'-^ {2v-2m-2) (2y-2m+2p)^~^^'^ 

•^ — -^ ^ i ^i • pl ' ^m-2p+l 



— /"-'«-^ yi ^_^jp ^ 



{m-pf\-^ {2v-2m + 2p)'^^P\^ 



— J 



V — m— 



^V / pl ^m-2p 

{rn-l.^pY I -1 [2v-2m+2-\'2pY'-^-^P\'^ 



^^(-1)' 



p ! ^m—i.—2p 



wo jetzt noch die zwei Summen, welche mit j^~*"~^ multiplicirt 
sind, in eine einzige zusammengefasst werden müssen. Sondert 
man zu dem Ende von der ersteren Summe das erste Glied ab, 
indem man zuerst 0, dann p-^1 an die Stelle von p setzt, so 
geben beide zusammen: 

1* 
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^«i+l ^i ^f ' {p + i)l ' ^»»~i-2p 

_ (2v— 2;«-2|"^+^J^ 
_ '^,_ .p (m-l-p)P^~'^ (2y-2m + 2+2 y r-^~^^'^ (»i-p)(2v-2^+2^;») 
_ (2j;-^m-2r^ ^,..P+1 jm-^p)^^^-^ (2i;-2m + 2p)^ ^-^- ^^' ^ 

= ^(^1\P jm+i-pr^-' (2v -%m-2 + 2pr + ^-'P^' 

Wir haben demnach gefunden 

jv _ rV-^—l^{_.^P (j^ + ^-pfS' (2v^2m-2+2pr^'-''P\^ 



,.-«,-2 V' / -, ^;> (^ - p7^Z' (2r-2m+ 2;> r-'^'' 

eine Formel, welche auch aus Gleichung (1.) hervorginge, wenn 
man daselbst m-\' 1 statt m einsetzen wurde. Ist daher jene 
Gleichung für irgend ein^i richtig, so gilt sie allemal auch für 
TW -|- 1 ; ihre allgemeine Geltung ist demnach ausser Zweifel ge- 
setzt, denn für m=l geht sie in (IL) über. 

Setzt man in (1.) v = m -\- 1, so erhält man speciell für 
positiv ganze Indices: 

(2). , r- = .. ^i-ir . i^^-- . ^^^^ 

^ ^ ^ ' pl ' ^fn-l-2p 

§. 2, Entwickelung des Quotienten -~^ in einen 

Eettenbruch. 

Aus der Gleichung (II.) folgt, wenn man daselbst v + 2 statt 
V schreibt und dann durch J^^ dividirt: 
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Selzt man zur Abkürzung 
SO heisst jetzt obige Gleichung 

r+l ^ 2 (y+l ) __ 1 

woraus sofort 

(1.) Ö^ = --; 



2(v+i)_zö'^i 

folgt. Durch fortgesetzte Anwendung dieser Relation erhält man 
den continuirlichen Bruch 

0" = 



2(r+l)- 


2« 




2(i/+2) - 


2« 




2(„+3) --, 



n^ 



• 2(i; + m5-2Ö*'+"* 

Da der Quotient Q*' zweier ßessel'schen Functionen, deren Indices 
um die Einheit diiTeriren, bei wachsendem Index offenbar ver- 
schwindet (wie aus dem blossen Anblick der Definilion (I.) un- 
mittelbar einleuchtet), so darf in vorstehendem Kettenbruch das 
Restglied zQ^"^ weglassen und derselbe ins Unendliche fortgesetzt 
werden. Man hat alsdann mit Rücksicht auf die Bedeutung von Q^: 

(2-) 



•^(t^ 


2 




4) 


2« 




2 (»-+2) - 


*2 




2 ("+3) - 



Um den Quotienten zweier ßessel'schen Functionen, deren 

Indices um 2 verschieden sind, in einen Kettenbruch zu verwan- 
deln, haben wir aus Gleichung (IL): 



oder mit Benützung des vorstehenden Resultats 

(3). ^^=-i + H(H-L_^ 



4) 2(«'+l) -^ 

^(''+^) - 2(^+3) - . 
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Mittelst dieser Formeln (2.) und (3.) könnte man J^^^ und J^'^^ 
berechnen, wenn J^ bekannt wäre. 

§. 3. Differentialeigenschaften von J^z). 

In der Gleichung (IL) ist eine Grundeigenschaft der Function 
/,2) ausgesprochen. Zwei andere wichtige Gesetze ergeben sich 

leichter und einfacher, wenn wir statt der Function J^z) die andere 

z 2 J^yj\ betrachten. Bezeichnen wir der Kürze wegen den 
Factor :r= ' ^ri, , ,. einstweilen mit K, so erhalten wir durch 
Dififerentiation nach z: 

V ^ J{ y-pj ^ j^ / e»^^«o««sin2^a}.cosa}.rfß) 



n 



2(2i;+l)Kz L Jo 2(2i/ + l) J 



oder, weil das vom Integralzeichen befreite Glied für v > — i 
verschwindet: 

^V ^»^(Kr)/ ^ K_ / e«-^rcose,sin2f+2o,.rf(ö. 

dz 2{2v+l)J 



Bedenkt man nun die Bedeutung von Z, so hat man die Gleichung: 



dz 
und daraus durch {m — 1) maiige Differentiation: 



(ui.) - g--- =-i^ ' r(^) 



( -- \ 
(ni.a.) ' ^' ^ 1'^^^ = (-r • ^"-^(^) . 



dz 



V 



Um daher die Function z "^ *^Jj/^) »»mal nach z zu dif- 
ferentiiren, braucht man nur den Index v um tn zu 
erhöhen, und den Factor ( — ^j*" beizufügen. Dieser Satz 
gilt vorläufig für jedes v > — ^. 
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Wendet man die Gleichungen (IL) nnd (III.) auf die Dififeren- 



V 

rV 



tiation der Function ^^ J(p^) an» so gelangt man zu einem wei- 
teren bemerkenswerthen Satze. Es ist nämlich mit Anwendung 
von (III.): 

dz dz 

v—l v—2 

Nach (II.) aber ist, so lange v > ^ : 
folglich 

r— 1 v—2 

v—2 v—l v—2 

v—l 

Mau hat sonach 

(IV.) • ^Si^ ^^.:^ jii^L^ . 

Differentiirt man diese Gleichung noch (m — l)mal nach z, so 
erhält man: 



Q •'(W)) 



v—m 



(IV. a.) ^^'ly^^^ = (i)" • ^ ^ /(Tr) 



dz' 

V 

rV 



d. h. um die Function ^^ J^y—) mmal nach z zu differen- 

tiiren, braucht man nur denlndexv um m zu vermin- 
dern, und noch den Factor {j^)'^ beizufügen. Dabei wird 
jedoch vorausgesetzt, dass v grösser als m — ^ sei. 

Setzt man in der Gleichung (IV.a.) m-^v statt v, so nimmt 
sie folgende Gestalt an: 

und macht man hierin v = 0, so* hat man noch 
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Setzt man sowohl in ([TT.a) als in (IV. a) v = 0, so erhält man 

Wollte man die letztere Gleichung gelten lassen, so musste man 
die BesseFsche Function für negativ ganze Indices durch die 
Gleichung 

deflniren. Die allgemeine Definition für ein beliebig negatives v, 
von welcher diese hier nur ein specieller Fall ist, wird im nächsten 
Paragraphen gegeben werden. 

Denkt man sich sowohl in (III.) als in (IV.) t = ^^ an die 
Stelle von z gesetzt, und ' multiplicirt sodann jede derselben mit 

rz = ^^' 

so erhält man folgende zwei Gleichungen: « 

(!•) Yz = — ^ -^C^) 

\^') — g^ — = ^ •^(*) • 

Aus diesen gehen wiederum , wenn man zur Linken die Producle 
differentiirt, folgende zwei Gleichungen hervor: 

Durch Subtraction dieser beiden Gleichungen würde man auf (IL a.) 
zurückkommen ; ihre Addition aber führt zu der Formel 

(Ö.) 2 -J^ = Jiz) — /(r) . 

Durch wiederholte Anwendung dieser Gleichung erhält man weiter: 
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dz' 

eine Formel, deren allgemeine Geltung durch das oben (§. 1) be- 
reits angewendete inductorische Verfahren leicht bewiesen werden 
kann. 

Die Multiplication der Formel (5.) mit der Gleichung (H.a.) 
ergibt endlich noch 

§. 4. Definition von J^z) für negative v. 
Wendet man auf die Gleichung (IK.b.)^ nämlich auf 






dt 



m 






dz"" 

zur Rechten den Satz 

p = 



an, indem man bedenkt, dass 

• dzP 

und nach (IIT.a.) 



= [m-j-vj ' z 



ist, so erhält man zunächst 

also, wenn man jetzt z^ statt z schreibt, und beiderseits mit 
2'"z'"*^ multiplicirt: 

.(V.) /,;, = {-i)"'^(-2f . "" ^'"+"^ z-" • 4r+*-^ 
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Die endliche Reihe zur Rechten befolgt, so lange v > — ^ ist, 
die nämlichen Gesetze, wie die Eingangs definirte Function J(z), 
indem sie alsdann mit ihr vollkommen identisch ist. Sie befolgt 
sie aber auch dann noch, wenn v negativ und kleiner als — ^ ist, 
so lange nur 2m -|- v — p grösser als — ^ bleibt, was aber wegen 
des willkürlich zu wählenden m immer bewirkt werden kann. 

Die Gleichung (V.) kann uns daher als Definition 
der Function J^z) gelten, für den Fall, dass v negativ 
und unter — ^ ist. Durch sie kann J^^) bei negativem v auf 
unendlich viele Arten durch eine endliche Reihe dargestellt wer- 
den, welche nur Bessersche Functionen mit positivem Index ent- 
hält, wenn nur das positiv ganze m der Bedingung m -|- v > 
gemäss gewählt wird. Wo also die in der ursprünglichen Defi- 
nition (I.) der Besserschen Function zugeschriebene Form zu gelten 
aufhört, tritt die neue in Gleichung (V.) ausgedrückte Form dafür 
ein. Für diese neue Form der Function gelten die Grundgesetze 
(IL, III. und IV.) ebenso gut, wie für die anfängliche, was sehr 
leicht nachzuweisen ist. 

Wir können daher jetzt aussprechen: 

Die Gleichungen (II., III., IV.) und alle daraus abge- 
leitetengelten für jedes beliebig reelle (positive oder 
negative) v. 

Darum gilt auch die Gleichung (V.) selbst, auch wenn zur 
Rechten Bessersche Functionen mit negativen Indices auftreten, 
falls man denselben nur die Bedeutung beilegt, welche sie gemäss 
ihrer durch die nämliche Gleichung (V.) gegebenen Definition haben 
müssen. 

Als speciellen Fall erbalten wir aus (V.) für v = — m 

(V.a.) J^^ = i-lTJTr) 

eine Gleichung, auf welche wir bereits durch die Betrachtungen 
des vorigen Paragraphen geführt wurden. 

Um eine Anwendung der letzteren Gleichung zu zeigen, werde 
in (IV. a.) 2 m statt m und m statt v eingesetzt. Es ergibt sich 
zunächst 



i'^j'h)) 



2m = \t) « J{K7) 



dt 

sodann mit Rücksicht auf (V.a.) 
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m 



Dasselbe Resultat erhält man anch/ohne negative Indices zu ge- 
brauchen, wenn man (IV. c] mmal nach z dilferentiirt und dann 
(IILq.) anwendet. Man findet nämlich zunächst 

dz^'" * dz" 

Nach (III. oO aber ist 

und man hat sonach dieselbe Gleichung wie oben gefunden. 

§. 5. Entwicklung von [z-\-h)~^ 'fiyrrrh)' 
Durch Anwendung des Taylor'schen Lehrsatzes auf die Func- 

V 

lion z «^(Vf) erhalten wir: 






wo ein echter positiver Bruch ist und dem p alle positiven 
ganzen Werthe von bis n beizulegen sind. Nun ist aber 
nach (III. a.) 



(^"^•'(W)) 



^pl 2 ,- I ^'+P 



Man hat also 



(— i) • ^ -'[VT) ' 



(VI.) (.+Ä) ' Jly^,) = 2; (-1)" • -^ • ^ * •^('^") 
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V 

Durch dasselbe Verfahren, angewendet auf die Function z^ *^lv^)* 
ergibt sich 

(VII.) (z+Ä)^/f^^) = 5" |i ^~^ Jli^) 

m »4-1 v—n—X 

Beide Formeln (VI.) und (VII.) gelten für jedes beliebige reelle v. 
Die Gleichung (VI.) kann übrigens auch ohne Anwendung des 

Taylor'schen Lehrsatzes, freilich nur für positiv ganze Werthe des 

Index, in folgender Weise abgeleitet werden. 
Das Doppelintegral 

werde über die Oberfläche eines Kreises vom Radius 1 ausgedehnt, 
so dass die Veränderlichen u und v an die Bedingung w^-j-w^^l 
gebunden sind. Fuhrt man nun statt u und v die neuen Variabein 
u und V mittelst der Gleichungen 

uj/t/-\-z = uyy — vj/z 

^ Vy + ^ = w' y^ -(- V y y 
ein, so hat man erstlich 

uY y + v]/ z = M'/y + 2, 



ferner 



demnach- 



du ___ y/ y dv 7/ z 

du V y+z du y y-\-z 

?ii ^^ 7/ - ■ _^^ ^^ 7/ .y , 

v' V y-\-z dv' y y-\-z 



du dv du dv ^ 



du dv' dv' du 
Das umgeformte Doppelintegral lautet demnach 

j j^^iu V^^z ^ du dv' 

mit der Bedingung w'^-J-v'^^l, weil ja u'^-\-v"^ = u^-^v'^ ist. 
Integrirt man nun hier zunächst nach v, so erhält man, weil 

y 1 — 1/^ und — y 1 — u"^ als obere und untere Grenze für v\ 
dagegen -f" 1 und — 1 als solche für u einzusetzen sind : 
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= ZTt • — -> — . 

Integrirt man dagegen das oben vorgelegte Doppelintegral zuerst 

nach v^ so ergibt sich 

+1 ^ _ 

rreiiuV^vVz) ^j, ^^ = 1 /;.« ^y/^/Fn:^. vi __ ^-iViz:;^^V7^ ^ ^ ^ 

Nun ist 

^ivi-^^i^z_^-iyx;^-vv^ 2i sin {\/v^' i/7) 

2p+l 2H-1 



= 2i ^ (-1) • — Tä^HTT)! 



(2p + l)! 

Folglich hat man 



~^^ 2^,4-1 



-W' - -S«""' ■ .wv,J,>'^<'-"'> '"■■'"■ 



oder, weil 



J 



i:^ 2 »4-1 ,H-i 



_ 2p+i ji _ 



^«"''.V(1_I^2J 2 du = 7t '1 



-1 y 2 

ist, die folgende Formel, welche nichts anderes als die Gleichung 

(VI.) ist für V = 1 : 

^4-1 

DiiTerentiirt man diese Gleichung nach Anleitung der Formel (IIL a.) 
[n — l)mai nach y, so liefert sie sofort die Entwickelung von 

n 

(y+^) ^ J{y-j^) ^ör jedes positiv ganze n. Auch die ent- 
sprechende Formel fär J^ kann daraus abgeleitet werden, wenn 
man mit y -\- z beiderseits multiplicirt, dann zur Linken nach 
(IV.), zur Rechten nach (HI.) differentilrt, und schUesslich noch 
die Reductionsformel (U.) anwendet. 

Integrirt man das obige transformirte Doppelintegral nach u 
(die Accente können jetzt als überftössig weggelassen werden), so 
erhält man 
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4-1 

C Ce^^^y+^du dv = Ty^— C{e^y+'' yi^^^ e-^^^ ^^dv 



—1 

+1 



Vy+^-J 



/sin (j/y+:t • j/l — v^) dv . 



-1 



Man hat daher, zusammengestellt, für die Function J^ folgende 
bemerkenswerthe Gleichungen: 



(1-) 



J^i/S^z) = ?^ j'fe'i''f^'^^) du dv 
= ^^ffe'''''^^dudv. 



WO w^ -|- »^ <; 1 ist; und weiter 



(2.) 



+1 



— 1 

J-1 



^ y sin (j/y-j-z j/l—u') - du , 



und darum auch 

+1 



+1 



/* (z) = ^ Tcos [zu) yi—u^ .du = ^ Tsin (z /l— w^) . rfw, 
oder, wenn man darin einmal u = coso), dann u = sinG} setzt: 



(3.)^ 



ji [2) = — I cos (z cos cö] sin-© 'd(o = — j cos (z sin oo) cos ^co • (/co 





n 



= — I sin (z sin co) sin ca-doD = — j sin (z cos co) cos cd -da, 





§. 6. Entwiokelung von 7(2) naoh Potenzen von z. 

Mit Hilfe der Formel (VI.) lässt sich J^^) bequem in eine nach 
Potenzen von z fortlaufende Reibe entwickeln. Wir setzen näm- 
lich in (VI.) z = und ä = z, und erhalten: 



^{^T) 






2 ^-''^' ■ 






2P\2 \' v±P f 

Z 2 /zz=0 
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Es isTaber 






Setzt man in dem letzteren Integrale cos» = 2 a: — 1, folglich 

/ dx 

sino = 2//ir(l— a;) , dto = — . > so wird 

f^a;(l — x) 



J 



n 1 

I 

sin 



m ^ ^(ö • d^ = 2 '^ I X ^(1 — x) ^ dx 



r(2i/+2p-|-i) 

Man hat also 

\ Z ^ / 2=0 

Nun ist 

r(2v+2p-\-i) = '-—- r(v+p+^) . r(v+p+i) , 

folglich 

^{yT) \ _ 1 1 

Setzt man diesen Werth oben ein, und schreibt z^ statt z, so 
lautet die gesuchte Reihe 

(vm.) /<:) = — ^, . y (- if • 



2T(r + l) ^ ^ ^ 2^'''^(2i/+2)^l^ 

Als unendliche Reihe betrachtet, convergirt dieselbe für jeden 
Werth von z; bricht man sie aber mit dem (n-|-l)*®° Gliede ab, 
so muss noch das Ergänzungsglied 

hinzugefügt werden. 

Um aus der Formel (VIII.), welche, weil bei ihrer Ableitung 
die Gleichung (I.) benutzt wurde, nur für v > — ^ gilt, die 
speciellere für ein positiv ganzes v(=w) herzuleiten, berücksich- 
tigen wir, dass 
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r(«+l) = n! = 1"" 
isl, und erhalten sogleich 

(VIII. a.) /,:> = y (- 1)" • '''^"' 



und daraus noch specieller für w = und « = 1 : 
und 

Beiläüßg sei noch bemerkt, dass in allen Summen, denen für den 
veränderlichen Buchstaben (hier p) nicht besonders Grenzen bei- 
geschrieben sind, demselben nach und nach alle positiv ganzen 
Werthe von bis 00, die Null mit eingeschlossen, beigelegt zu 
denken sind. 

§. 7. Andere Beihenentwiekelung. 

Um eine von der vorigen verschiedene, aber ebenfalls nach 
steigenden Potenzen von z fortlaufende Entwickelung von J^z) zu 
erhalten, setzen wir in dem Integral 

coszM (1 — u^) ^ • du 

-; f 

u = l — V. Dasselbe verwandelt sich dadurch in 

2 



/ 



f 



v-X. 
cosz (1 — v) [y(2 — v)] ^ ' dv , 



u 

oder, wenn man den Cosinus entwickelt, in 

2 2 

cofiz I coszv[v{2 — vj] ^ 'dv -\- sinz I s'inzv[v(2 — v)] ^»dv, 


Indem man hierin coszf und sinzv resp. durch die Reihen 

1 - ^T + 4i ""^ ^"^ ~ TT +."5r ~ •" ^^^^^^^ 

und dann Glied für Glied integrirt. erhält man für jedes dieser 
beiden Integrale eine nach positiven steigenden Potenzen fort- 
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schreitende Reihe. Bezeichnen ^ir diese Reihen einstweilen mit 
M und N, so haben wir 

1 -^^ 
(1.) J{z) = zTii: • — — (ilf COS « + iV sin z) . 

Wendet man dieselbe Transformation an auf das Integral 

+1 



1 sin2:w(l — M^) ^ . du , 



' —1 

dessen Werth Null ist, so gelangt man zur Gleichung 
(2.) ' = M%\x\z — iVcosz . 

Etiminirt man nun aus (1.) und (2.) zuerst iV, dann iHf, so erhält 
man 

1 z^ 

(3.) Jlz\ . cos z = ^7= • — M , 



z'' 



(4.) JL^. . sin Z = z^rr • N . 

Um daher die Reihen iüf und iV zu entwickeln ^ brauchen wir nur 
die im vorhergehenden Paragraphen für /(;) angegebene Reihe resp. 
mit den bekannten Reihen für cos z und sin z zu muitipliciren. 
Indem man dabei in geeigneter Weise zusammenzieht, findet man 

M—l/^ ^O'^+i) f. 2i;+3 z^ , (2i;+5)(2i;+7) z* _ 
'^ ■ r(v + l) \ 2i;+2 ' 2! ~r (2v+2) (2i/+4) ' 4! 

(2i; + 7)(2y+9)(2y+ll) z« , 1 

(2i;+2)(2v + 4)(2i; + 6) * 6! • " / 

= 7A; J^(^+4) V/ n^ (2^+2p+l)^'' _z^ 
f^^-r(v + l)^^ ^^ • (2i; + 2)^'2 • (2p)! 

und 

A7 _ 7/:;; n^+t) f ^ __ ^^ + 5 z« , (2a; + 7)(2i; + 9) ^^ _ 
^^ • r(v + l) r 2v + 2 ' 3! "T (2i; + 2)(2i.+4) ' 5! 

(2y+9)(2y+ll)(2y+13) z^ , 1 

(2v+2) (2i;+4)(2v+6) * 1\ • " j 

Wir erhalten daher für /(^) folgende, für jeden Werth von z con- 
vergente Entwickelungen 

(5). /(,).C0SZ=— — — - y(-l) ' J ;Li2 '7^ 
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(6). Xj) . smt = > (— Ir • ^ — — ^^-Tjr, — • ,^ , ,,. » 

^^' ^^ 2^r{v+\)Zj^ ^ ' (2v + 2r^' * (2p)! 

, _2^8in^_ ^, ;, {2v + 2p+^f^ z'P^' 

"^ 2^r(i; + l) ^ ^ ^ (2i/+2f'^ (^J"+^)- 

Aus dem blossen AnMick der Gleichungen (3.) und (4.) erhellt, 
dass die Reihe M Null ist für z = ^jt, fjr, fyr ... überhaupt 

für z = ^^ J" TT , was auch v sein mag; und dass ebenso N 

für z = WITT verschwindet. 



§. 8. Integralfonneln für Jlz) . 

Durch Umkehrung der Salze des §. 2. erhalten wir eine ent- 
sprechende Reihe von Integralformeln. Aus (Hl. a.) ergibt sich 
durch m malige Integration nach z: 



I 



m 

+ (-2)"- ^ €,.:", 

p:=0 



WO die bei der wiederholten Integration eingehenden m willkür- 
lichen Constanten, unter dem Summenzeichen zur Rechten, mit 
Cp bezeichnet sind. Um diese Constanten unter der Voraussetzung, 
dass jede Integration von bis z ausgeführt wird, zu bestimmen, 
differentiiren wir die vorstehende Gleichung wieder wmal nach 
z, und erhalten 



/ 



m — n 

v-t-m v-j-n 



p =zm — l 
pz=n 



In der Summe zur Rechten können wir p, statt von n bis m — 1, 
ebenso gut auch von bisw — n — 1 gehen lassen, nur müssen 
wir alsdann p-\-n statt p schreiben. Die Summe lautet jetzt: 

pz= m — n — 1 

(-2)- ^ C^n.ip+nf-'z'. 
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Setzt man nun z = 0, so erhält man, weil unter der oben ge- 
machten Voraussetzung das Integral zur Linken verschwindet: 

(-2r" (~^) + (-2r . n!(7. = 0. 
Da nun, dem vorhergehenden Paragraphen zu Folge, 



l ^ / 2^(2i;+2)«l^r{r+l) ' 

\ Z 2 / 2=0 

so haben wir 



Cn = — 



2T(v+l).2"|2(2v+2)"l^ 

Setzt man dieses Resultat in die erste Gleichung ein, so hat man, 
wenn jede Integration von bis z ausgeführt gedacht wird: 



tn 



«- — /OKT) .dz" = (— 2r.z ^J(yT) 

_ (-2r yy (>-i)y . ^ 

2^r(r + l) jj^i 2Pl*2-(2f'+2)''>^ * 

Für m = 1 ergibt sich daraus speciell : 

y* —'*!:^1 4-1 —iL 

Z "2 /[^) . rf;r = — 2 . 2 2 /(^) ^ 



2^(1/+!) 





Wird ebenso die Formel (IV. b.) des §. 2. mmal nach z integrirt, 
so kommt zunächst 



m , 

'• V m-j-v 



z^jIvT) . dz'' = 2"' . z^7(K?) 

Gehen sämmtliche Integrationen von bis z, so verschwinden 
alle willkührlichen Constanten, und man hat einfach: 

m 

z^J{yT)dz'' = 2"*.^ ^ /(^) 
und speciell für m = 1 : 

(2.a.) / ^2 /(^) . rf^ == 2z 2 j^y-^ . 



2* 
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Zwei weitere Integralformeln resultiren aus den Gleichungen 
(1.) und (2.) des §. 2., nämlich 

(3.) / z'^J^^. dz = — ^~^^ ^Iz) + 



/ 



rr{v-\-\) 

und 

z 

(4). / z ^l^^ ' dz = z Jlz) . 

Hier wie oben ist die Bestimmung der willkuhriichen Constanten 
unter der Annahme v > — \ ausgeführt; es gelten jedoch sämmt- 
liche Formeln, von den Constanten abgesehen, auch für beliebig 
negative v. 

Eine weitere brauchbare Formel erhalten wir durch Umkeh- 
rung der am Ende des §. 3. entwickelten Gleichung 






Integrirt man dieselbe 2 m mal nach z, so folgt 

2m 

/m m 

z"j^yT) . dz"" = (-!)•" . 2*" . z^ J(h) , 

wo wiederum keine willkuhriichen Constanten beizufügen sind, 
wenn alle Integrationen zwischen und z sich bewegen. 
Beispielsweise ergibt sich daraus für m=l: 



z z 



ü 



* ^'^'^^ -dz^ 4 . /^ • J'W^) • 





Schliesslich möge noch auf ein bestimmtes Integral aufmerksam 
gemacht werden, welches aus der Formel (3.) hervorgeht, wenn 
man dort die obere Grenze = cx) setzt. Wie später gezeigt wer- 
den wird, verschwindet /(^) für z = oo, und man hat daher 

OD 

(6.) fz-'j^"- .dz = 



A-VÖ-' . 



2^r(i;+l) 



§. 9. Folgerungen aus den Formeln des §. 5. 

Aus den Formeln (VI.) und (Vfl.) des §. 5. lassen sich einige 
interessante Reihenentwickelungen ableiten. Setzt man nämlich 
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in (VL) 2^ statt z und kz^ statt h, so erhält man, wenn das Er- 
gänzungsglied weggelassen und die Reihe ins Unendliche fort- 



gesetzt gedacht wird, zunächst 

oder, wenn man }? statt l-\-k schreibt: 

und daraus speciell für k = j/2 : 



J(z) , 



JiXz) = A >. (—1) • —^ Z • J^z) 



(2.) 



jIvt) =2^ ^(-ir-1^2--^' 



v-f-p 



Setzt man ferner in (VJ.) z'^ statt z und — z'^ statt ä, und be- 
denkt, dass 



ist, so hat man 

(3.) 



r(*+i) 



J^ 



• 2v , 

sm CO . ato = 



2T(v+l) 



2j ^12 • -^^^^ 



F'ür V = , 1 , 2 , . . . ergeben sich daraus folgende speciellere 
Formeln: 



(3. a.) 



•^ 1^ 9 "^ » S.a. 1^ 2.-i.ß •'1^ * 



2^4 



2-4-6 



•^' + i--^'+i4--^' + ^:i7«--^* + - = i 



2-4 



Z 

2^ 



/2 + ^/3 + 



•^^ + .-T^--^^+- = 



z 
2^ 



z 
2.46 

3 
2.4T6 
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7«-j = 



2.4ft 



Wenn man daher die Glieder der unendlichen Reihe 



9* — _ 



= 1 + -f + 



+ 



+ 



2.4 ' 2.4.6 

folgeweise mit /®, /^, /^, ..., oder mit /*, /^, /^^ ...^ oder mit 
/2, /3^ /4^ ^ u. s. w. multiplicirt, so erhält man als Resultate 

nach und nach die einzelnen Glieder der nämlichen Reihe e^^. 
Aus (Vil.) Gndet man, wenn man daselbst ebenfalls z^ statte 
und • — z^ statt h substituirt, und wenn v grösser als ist: 
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(4-) ^i-^r-w''^^"-''- 

Ist liier V positiv ganz ==m+l, so kann diese Reihe in zwei 
zerlegt werden , deren eine endlich ist und nur BesseFsche Func- 
tionen mit positiven Exponenten enthält, während in der andern 
unendlichen nur solche mit negativen Exponenten , nebst J^, vor- 
kommen. Man hat nämlich statt der vorigen Gleichung, wenn 
man v==m-f-l setzt, und den Factor 2;"*+^ unterdrückt: 

Schreibt man nun in der zweiten Summe, mit Rücksicht auf Glei- 
chung (V.a.) in §. 3., (__ i)-+i-p /P-«-i statt J"*+'~^p, so wird 
die vorhergehende 

5 (-1)' • 2^ ^^"" - (-1)'" 2 2^2 j^"-' = , 

oder, wenn man in der zweiten Summe lieber p-f-m-}-l statt 
p schreibt, und dann p von bis 00 gehen lässt: 

p=0 

oder auch, wenn man die Glieder der endlichen Reihe zur Rechten 
nur umgekehrt anordnet: 

(4.a.) ^ ^m+i+p\2 ' J(^) — 2j ^~ ^ ' ¥^\'' ' ^'^ • ^ 
Für w == , 1 , 2 , . . . geht daraus folgende Gruppe hervor : 

'j'+ii •^' + ^ j^ + ... = y» 



(4. b.) 



-r 



2 ' 2-4 ' 2-4-6 

2 . -3 ' ^4 



•^"+^47« •^'+öi^ J2^...=^jy_j 



2 



2-4 ' 2-4-6 • 2.4-6-8 ' 2 

Trß "^^^ + 9.4.fi.ft -^^ + -2. 4.. ß. 8. 10 -^^ H =" in -^^ ~ T -^^ + -^^ 



24-6 ' 2-4-6-8 ' 2-4.6.8-10 ' 2-4 

Diese Reihe von Gleichungen hätte man übrigens auch dadurch 
erhalten können, dass man in der ersten Gleichung der Gruppe 

(S.a.) j/z statt z gesetzt, dieselbe sodann gemäss (IV. a.) mmal 
dilferentiirt und nachträglich wieder z^ statt z gesclu*ieben hätte. 
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Wird von der mit ^ multiplicirten ersten Gleichung der 
Gruppe (4.b.) die zweite abgezogen, so kommt 

2-4 "^ 24. 6 ' 2-4-6.8 • 2.4-6.810 i^ '^ ' 

Multipiicirt man ferner die zweite Gleichung mit ~> zieht 

die dritte davon ab, und combinirt die so erhaltene Formel in 
geeigneter Weise mit der vorstehenden, so ergibt sich: 

_? 70 _l ^^ n I ^' t2\ ^^- r3J 73 

2.46 '2.4. 6-8 ' 2.4-6-810 ' 2.4-6. 81012 ^ ' 

Auf diesem Wege kann jede der Functionen /*, /^, J^, ..., J"H-i 
durch alle übrigen von /" an ausgedrückt werden. Man bemerkt, 
dass in den Zählern der Coefficienten die flgurirten Zahlen der 
0^®", 1., 2., 3., ... Ordnung auftreten. 

In übersichtlicher Schreibweise lauten die entsprechenden 
Formeln : 

H-2 ^ 



(5.) 



r2 'V' (P + 1)^ 

^ 1-2 ' 2H-3I2 



_ 'S! (p+1) 



»»|i -,p4-»*+i 



Die allgemeine Gellung der letzteren kann durch folgendes In- 
ductionsverfahren dargethan werden. Nachdem }/ z statt z gesetzt 

und beiderseits mit z ^ multipiicirt worden ist, differentiire 
man nach z, wobei links die Grundformel (III.), rechts aber (IV.) 

zur Anwendung kommt. Dadurch erhält man: 

p— 1 

z Ji^yr) == — 2j ml ' 2?+i^i+ir2 ^^^^ ' 

oder, wenn rechts das erste Glied abgesondert, — J^ statt J-^ 

tn+2 

gesetzt und beiderseits mit z ^ multipiicirt wird: 

»1+1 p-|->»?+2 

w+2 z 2 ,1 .r--. (-•,4.2)*^!^ z 2 p 
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Substituirl man hierin statt «^(^7) ^*^ obige Reihe (5.) , nachdem 
man y z statt z in sie eingesetzt, so kommt: 

Nun ist aber, wie man sich leicht überzeugt 

2 w+J |2 2H-I |2 ^, j 2H-»H-2|2 "('^ _j_ j j j 2H-»»+2|2 ' 

Man hat demnach 

d. i. die letzte Gleichung der Gruppe (5.) , mit dem Unterschied, 

dass w + 1 statt m und ]/ z statt z steht. Wenn daher jene für 
irgend einen Werth von m richtig ist, so gilt sie jedesmal auch 
für den nächsthöheren, folglich allgemein. 

Durch Addition sämmtlicber Gleichungen der Gruppe (S.a.) 
erhält man: 

(6.) e^ = 2'' + i2''^' + A'2''^' + "' 

Die Summen /« + /i -}- j2 _[_... ^ /i _j_ y2 _[_ j3 _| ^ 

/2 -|_ 73 _|_ /4 _|_ . . . y g ^, ^ haben demnach die merkwürdige 
Eigenschaft, dass der Werlh der unendlichen Reihe 

e^' = 1 + 1 + 2?i + 2:^ + • • • 

nicht geändert wird, wenn man deren Glieder der Reihe nach 
mit jenen Summen multiplicirt. 

Addirt man ferner die erste, dritte, fünfte ... Gleichung der 
Gruppe (S.a.), nachdem dieselben vorher abwechselnd mit ent- 
gegengesetzten Vorzeichen versehen worden sind, sodann in glei- 
cher Weise die zweite, vierte, sechste ..., so kommt man auf 
folgende zwei Formeln: 

(7.) cosiz = ^i-irj'" + ^^i-iff^' + ^,^{-irj"^+... 

(8.) sin i . = ^l-l) V^+^+ |-2'(-lP''^' + ~ ^(-lfj"^'+ ■ ■ • 
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Multiplicirt man die erste der Gleichungen (S.a.) mit J^ y die zvieite 
mit /*"^^, u. s. f., und addirt sämmtUche, so findet man 



r" 



Darin ist n unveränderlich , dem p aber müssen in jeder Summe 
alle positiv ganzen Werthe von bis cx> beigelegt werden. 

Denkt man sich die Gleichung (9.) für alle /i- Werthe von 
bis oo angeschrieben, und addirt sämmtliche einzelne Glei- 
chungen, so erhält man die mit (6.) analoge Formel: 

(10.) e^ = 22 -^^ •^'^^ + ¥ 22 ^"^^ ^^ 

+ ^,22''^'''^' + '"^ 
wo die doppelten Summenzeichen bedeuten, dass sowohl dem p 
als dem q alle positiv ganzen Werthe von bis oo beizulegen sind. 

Man sieht, wie man dieses Verfahren in 's Unendliche fort- 
setzen und immer neue derartige Formeln ableiten könnte. 

Kehren wir jedoch schliesslich zu den oben gefundenen Glei- 

V 

chungen (2.) und (3.) zurück. Wird letztere mit 2^ multiplicirt 
und erstere zu ihr addirt oder von ihr abgezogen, so resultiren 
folgende zwei Gleichungen: 

(11.) V 4^ . J!:t'' = -^-^- .- + "^ > 



(12.) 



VI/ 22 

\ -T J 2 2 



welche für v = sich wie folgt gestalten : 
(U.a.) 2 {4, + ^- . 4, + ^^ . 4, +■••}= 1 + 4 KT) . 

(12.a.) 2{|4) + 2-^ . 4, + ^r^j-^ -4) +.-} =1 -/UKF) . 
Multiplicirt man endlich die Gleichungen der Gruppe (S.a.) der 
Reihe nach mit 1 , — -^ » + ^ > — ttt-^ » • • • » und addirt 

2 ' 2 • 4 2'4o 

sämmtliche, mit Rücksicht darauf, dass nach (VIII. a. §. 5.) 
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1 2'_ I -j__ -^ I _ rO 

2-2 ' 2-4-2-4 2-4. 6-2-4. 6 « *" •"(*) 

und nach (2.) des gegenwärtigen Paragraphen: 

2 ' 2-4 2-4'6 ' Y^*'^-^^i 

* «2 »3 12 

2 "^ 2-4 2-4.6 «^ 2^*^^^ 

SO findet man 
oder 



Az-) = ^ 



z'' 



22 



oder auch, wenn man z^^ statt z setzt: 



(13.) /U '^) = 2' Jl^ ' •'^^^> ■ 



§. 10. Entwickelung von J[z^h) • 
Der Taylor'sche Lehrsatz gibt 

Nach Gleichung (6. §. 2.) ist aber 



7)^V \2/ ^L^ ^ ' q 

Setzt man diesen Werth oben ein, so kommt man auf die Dop- 
pelreihe 

worin q nicht grösser als p zu nehmen ist, indem die Glieder, 
in welchen q > p^ von selbst verschwinden. Man kann daher 
vorstehende Gleichung kürzer auch so 



/ 
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schreiben. Was den Index der Besserschen Function unter dem 
Summenzeichen betrifft, so können folgende drei Fälle eintreten. 
Entweder ist 

m — p-\-2q = , d. Ji. J3 = TW + 2<7 , 

oder m — p-{-2q = r-\-i , d, h, p = m -]- 2q — r — 1, 

oder m — p-]-2q = — r — 1 , ^A\, p=^m-\-2q-]-r-\-l, 

worin unter r Null oder jede positive ganze Zahl zu verstehen ist. 
Substituirt man diese Werlhe von p in obige Gleichung, so zer- 
fällt jene Summe in deren drei, von denen jedoch die erste nur 
eine einfache ist. Man erhält nämlich 

. ^V V^-IW r+-+^+^ ^ (.+1) 

T ^ ^ \ ^} 2^|22m+r+lH-g|2 

Nun ist aber, nach Gleichung (VIII. a. §.5.) 
ferner der Coefficient von /(j)"^ 

imd ebenso der Coefficient von /(T/'^"^^^ 

WO in den letzteren Summen r constant gedacht werden muss und 
das Summenzeichen sich also nur auf die Grösse q bezieht. Wir 
erhalten demnach folgende merkwürdige Gleichung 

i*A.- «'j •'(2+/0 == «^(Ä) ^iz) "T -^ •'(Ä) •'(2) 

oder auch, weil z und h mit einander vertauscht werden dürfen 

(IX. b.) «^(J+/J) == J{h)J^) + -^^/(A) «^S 

Für w = geht daraus hervor 
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(IX. c.) /(Vä) = 4) 4) + 2 2J{- 1)^+^ J[,f Jl^^ 

oder 

— 2 /(Ä) /(j) -(- 2 7(Ä) 7(j) — • • • , 
woraus wiederum fürk = z die folgende Gleichung 

/(t, = (4,r - 2 u'.,)^ + 2 (40' - 2 (4,y + . . • 

resultirt. >^ 

Ebenso würde man, nach einer leicht ersichtlichen Umfor- 
mung, für m = 1 

(IX. d.) /(i^,) = 2J{- if j[,t' 4) + 27 (- 1)^ j[h^ Ji^\ 

d. i. 

rl rl rO j2 jl _» ,3 ,^2 

J(Z+h) = J{Jl) Jiz) Jih) J{Z) -+" •'(Ä) «^(Z) • • • 

+ Aa) -^C*) — Jih) Jiz) + -^(A) Jiz) — • • • 

erhalten. U. s. w. f. 

§. 11. Umformung von J^z) . 

Um /(2), für ein positiv ganzes n, in anderer Form als in 
der durch die ursprungliche DeHnition gegebenen zu erhalten, 
gehen wir aus von der Gleichung (I., §. 1) 

+1 

•^(^) = — 7^2 • / ^ (l—« ) • ^" • 

Nun ist bekanntlich 



a 



wenn die Function f[u) so beschaffen ist, dass f[u)y ^ » ••• 
^ — ~-^ Null sind für m = a und m = ft. Ausserdem müssen 

selbstverständlich — '-^ und - — ^ innerhalb der Integrations- 

a«" au« 

grenzen endlich sein. 

Nehmen wir a = — 1 , 6 = +l > /"M = (1 — « ) . 
F{u) = e'**', so sind die genannten Bedingungen erfüllt und wir 
erhalten 



Die Besserschen Functionen erster Art. 29 

Es ist aber 



du"" 

ferner 



=^ % z e 



^^ r = ( — Ij • 1 • ' wenn m = cos co , 

und darum auch 

n— 4 
a^*(l — 2^^) . i\«-l i«|2 ^ J^ ^ ^sinno ^ dj^ 

^y^ ^ ' n den du 

t ^ V« ^«|2 COS WO 
= ( 1) • 1 ' • — ;; • 

^ ' sm CO 

Man erhält daher nach Substitution dieser Werthe, wenn zur 
Rechten u = cos« gesetzt wird, 

H-t n 

i z I e (1 — u^) . aw =*= 1 ' je cosnco . d(o , 

oder, was dasselbe ist, 
.) /(z) = — I e cosno . da , 



eine Formel, welche für jedes positiv ganze n, die Null mit in- 
begriffen, giltig ist. 

Aus der Theorie der Fourier'schen Reihen ist bekannt, 
dass für jeden Werth von i/; zwischen und tc 

f[^) = ^ lf(G)).da + ^^cos(p+l)tf; //•((») cos (p+ 1) CO . rfco 

ist. Setzen wir hierin /"(if;) = e*^*^®*^, so ergibt sich mit Rück- 
sicht auf (1.): 

(2.) ^--«V' _ jo^^ ^ 2 Si'^' J^' . cos(p+l)i(; . 

Daraus folgen unmittelbar die zwei Gleichungen: 
(3.) cos(2:cosi/;)=/0— 2y2cos2i/; + 2/*cos4i/;— 2/ßcos61p + ••• 
(4.) sin (z cost/;) = 2 J* cosif;— 2/3cos 3i;;+2 J^ cos 5if;— 2 J^cosTt/; + — 
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Setzt man darin t\> = — — w , so hat man weiter 

(5.) cos(zsin(ö) = J^-}"2-/^cos2ü) + 2/*cos4(a+2/<^cos6ai-| 

(6.) sin [z sinco) = 2 /^ sin« + 2 J^ sin 3 w + 2 /^ sin ö« -\ 

Aus den beiden letzteren Gleichungen ergibt sich im Hinblick auf 
die Theorie der Fourier 'scheu Reihen sofort: 

n 

(7.) ./(j" = — I cos(zsin(») cos2w(» . c/ß) , 



u 

91 



(8.) jI^^ = / sin (z sin Gl) sin (2«-f-l)cD . dio . 





Da nun offenbar 

91 



= — / sin (zsincö) sin 2n&) . doi 
und 

n 

= — / cos(zsinci)) cos(2n+l)(ö . (i« , 



so erhält man, wenn man die erste dieser Gleichungen zu (7.), 
die zweite zu (8.) addirt, aus beiden die folgende Formel, welche 
demnach für gerade und ungerade n giltig ist: 



n 



(9). 



/(2) == — 1 cos(2;sin(a — n(o).(/C() . 



Diese letztere Gleichung enthält die ursprünglich von Bessel 
gegebene Definition der Function /("). Ich habe vorgezogen, die 
Eingangs gebrauchte Form als Definition zu benutzen, um den 
Begriff der Besserschen Function bequem auf beliebig reelle 
Werthe des Index ausdehnen zu können. Der Nutzen dieser Er- 
weiterung wird in der Folge klar hervortreten. 

Aus der Formel (1.) des gegenwärtigen Paragraphen lässt 
sich noch eine eigenthümliche Reductionsformel für /(^) entwickeln; 
bekanntlich ist 



COS 2;iü) = ^'(— If • ^ ^ (2p)\ sm "^ 



(O . 



Setzt man diesen Werth in (1.) ein, nachdem man daselbst 2n 
statt n geschrieben hat, so kommt 
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n 



u 
oder 

/10^ f'^'' — r l^'' ^^r I^P (2^)^ll^2«)^l'^ ^f^) 
(lO.y /(.) = (—1) 2 (—1) ^ / -J^ 

eine Formel, welche /(^^ durch 7(1), /(.), ... bis /(") auszudrucken 
erlaubt. Aus ihr gehen im Einzelnen folgende Gleichungen hervor: 

/o = /o 

2-2 J^ 

2 * z 

4-2-4-6 ^2 



/2 = _ /O _[_ 



(10.a.)i/4=yo_l_4 . Jl ^ 



^6 __ ro I ll^ , !^ 6-4'6'8 7« , 6.4-2-6-8.10 J^ 



2 z ' 2-4 2« 

4'6'8 72 

2-4 * 22 I 2-4'6 

Die zweite derselben ist bereits in Gleichung (IL) enthalten. 

§. 12. /(!) als Entwickelungscoefficient. 

Die Bessersche Function /(t) mit ganzem Index wird auch 

als Coefficient der Entwickelung von ^^-(y— — ) „ach (positiven 
und negativen) Potenzen von y definirt*). Es ist nämlich 

\^y _ SJ zTyP 



e iy =^^ (-l)^^^y-^ 



z 

Multiplicirt man diese beiden Gleichungen mit einander, so kommt 



>G-^) _ y y (_i)^ . r 



^p+^yP—g. 



Die Doppelsumme zur Rechten, welche sich über alle positiv ganzen 
Werthe von p und q von bis 00 erstreckt, zerlegen wir in drei 
Summen, deren erste von y frei ist, die zweite nur positive, die 
dritte nur negative Potenzen von y enthält, indem wir zuerst 
p — q = 0, dannp — q == r -\- 1, endlich /> — q= — (^ + 1) 
setzen. Dadurch wird 



*) S. Schlömilch. Ueber die BessePsche Function. Zeitschrift 
für Math. u. Phys. II. Jahrgang. S. 137- 
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H«-i)^^,w. i"^j. ^-^, ..« .'^'»•^■' 



2(-') 






Hierin ist der" Coefflcient von y^"^^: 

(nach Gleichung VIII. a. §. 5.), ebenso derjenige von y~^'^^^ gleicli 
( — Vf"^^ f^ , während das von y unabhängige Glied nichts an- 
deres als /(2) ist. Wir haben demnach 

(1.) e^<^"~^) = /^+ 2;/*^^ /+^ + 2,^(_l)'-+^/''+^y-<'^^> 

und noch, wenn — y statt y gesetzt wird: 

-\^ (y- 7) = / ^ 2; (- 1)'-+^ r^' i-^' + 2 r-^' y-^^^"^ 

Multiplicirt man diese beiden Gleichungen mit einander , so erhält 
man 

+ j' 2 r+^y-^'^'^ + f 2 [-lY^^ r+^y-^^-^^^ 

,-f. 22 (— 1)*+^ jr^+^ J''^^ y^^+2 
I 22i—lf'^^ J^^ jr'H-i -(ä+r+g) ^ 

oder, indem man in geeigneter Weise zusammenfasst: 

1 = {ff + 2/^2; /2''+2y2r+2 ^2/^2; /2H-2y>(2r+2) 

+ 2727(— 1)«+^/^^/'*+^^^'^^ 
+ 272; (— 1)^"^^ /^"^^ ^'•+iy-(H-r+2) ^ 

wo in der ersten Doppelsumme, nämlich in 

2 2727 /^' /"+■'/-'• 

die ganzzahligen Werthe von q und r so zu wählen sind, dass 
ihre Summe eine gerade Zahl gibt. Dann muss aber auch ihre 
Differenz q — r positiv oder negativ gerade (oder Null) sein. Zer- 
fällen wir dieselbe in 3 Summen, deren erste von y unabhängig 
ist, die zweite nur positive, die dritte nur negative Potenzen von 
y enthält, indem wir ähnlich wie oben zuerst g — r == 0, dann 
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q — r = 2p-\-2y endlich q — r = — {2p-\-2) setzen, so haben 
wir 

2 22 /«+' r^' /-'• = 2 2J (j^y 

I 2 22 J""^^ jr-i'2p-^S 2H-2 

Was die beiden letzten obigen Doppelsummen anlangt, so können 
auch sie nur gerade Potenzen von y enthalten, indem die Summe 

2; (~ 1)^' /*+' J"^' (^ + r = 2p + 1) 

für ein ungerades q -{- r identisch Null ist. Setzen wir daher 
auch dort q -{- r = 2p, so haben wir schliesslich: 

1 = (jy + 2 2(j'^-^J + 2 /' 2Jj'^'y'^' 

+ 2 22 f"^^ f+^P^ y2;H-2 ^ 212 (— 1)^^ ß-^^ j^P-9+l y^P+'^ 

+ 2 7^27/^'^^ v"^^'^^^ 4- 2 2 2 J^^ J^^^^^ y" ^^^^^ 

I 2/2/ ( 1)^"*"^ J^^^ y2p-<z+l -(2/H-2) ^ 

Da diese Gleichung für jedes y gelten muss, so ist das absolute 
Glied zur Rechten nothwendig gleich 1. Man hat daher die be- 
merkenswerthe Gleichung*) 

(2.) {jy + 2 (/')* + 2 (j'f + 2 (/y 4- . . . = 1 . 

Ausserdem muss der Coefficient einer jeden Potenz von y ver- 
schwinden. Heben wir den Coeföcienten von ^»»'+2 heraus, so 
lautet derselbe 

r=.<x> q=:2m 
2 J^ /2»i+2. \ 2 2 J'"^^ jr+2ni^ , jp / iW+l 7*"^^ j2m+l'-q 

r=iO q=Q 

Der ersten Summe, in welcher r alle ganzen Werthe von bis oo 
annimmt, kann augenscheinlich das vorausgehende Glied als An- 
fangsglied einverleibt werden. In der zweiten Summe, deren 
Gliederzahl stets ungerade ist, sind je zwei gleichweit von der 
Mitte abstehende Glieder einander gleich. Sondert man daher ihr 
Mittelglied ab, so kann man sie in folgender Weise schreiben: 

q=:.2m 
2J f 1)^+^ J^^ j2m+l—q 

q=m—l 

__ / j\»»H-l (y'^+^y I 2 2( 1]^"^^ /^"^^ j2m-+'l~q 

q=:0 

*) Hansen. Ermittelung der absoluten Störungen in Ellipsen von 
beliebiger Excentricität und Neigung. 1. Theil. Schriften der Stern- 
warte Seeberg. S. 101. 
. Lommcl, Rcsscl'sclu' Functionen. 3 
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Man gelangt demnach, wenn man den Coefßcienten von y^m+g 
gleich Null setzt, zu der Gleichung: 

q=zm — i 

(3.) 2 S jP jr+''-+'' = (_i)«» (/"+!)« + 2 2;(- 1)» /«+'/"+•.-» . 

4=0 

Daraus ergibt sich speciell 

(3.a.) l 2 2;/"/'^ = (/»)* + 2 /• y* — 2 /* /* 

2 2//" y»^ = - (/*)' + 2 /V — 2 /V + 2 /* / 



5 



z 
e 



Der CoefBcient von y-(2»«+2) der Null gleichgeselzt, wurde zur 
nämlichen Gleichung (3.) fuhren. 

Nun werde in Gleichung (1.) 2z statt z gesetzt, so hat man 

(4.) / (^- ^) = /(i) + 2jS^' . /+' + 2J(-1)'^' j$t^\ 'y-<-+'^ 
und wenn man dieselbe Reihe ins Quadrat erhebt: 

Was die letztere Doppelreihe anlangt, so zerfallen wir dieselbe in 
drei Summen, deren erstere von y unabhängig ist, während die 
zweite nur positive, die dritte nur negative Potenzen von y ent- 
hält, indem wir zuerst p — q = y dann p — q = r -\- \ und 
endlich p — q = — (r -f- 1) setzen. Dadurch nimmt vorstehende 
Gleichung die folgende Gestalt an: 

(5.) e' ('- F) = (4,f + 2Z(- 1)"+' (J^J + 2 4, £J^' .y^' 

+ 22 J^' 4f . y>'+^' + 2 22{- l)«+*4f+*7gf ^ . y^+' 

+2/(",)27(-l)'^VgfV"*+'^+^^(-»)'^+VS^V(|f.y-'^«+-> 

+ 2 22{-l}'^'-+' J^^' j^-+' y- <'+« . 

Vergleicht man hier die Coefßcienten der verschiedenen Potenzen 
von y mit denjenigen der gleichhohen Potenzen von y in Formel 
(4.), so erhält man zunächst folgende zwei Gleichungen : t] 



*) Hansen. 1. c. 
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(6.) Ji, = i4,r - 2 (4))* + 2 i4,r - 2 (4,)* + • • • 

(7.) 7(22) == 2/(2)/(r) 2 J(2)J{z) + 2 J{z)J(z) — 2 J{z)J{z) + • • • » 

welche übrigens aus §. 10. bereits bekannt sind. 

Die erstere kann durch Combiqation mit der Gleichung 

1 = (/«,/ + 2 (4,)* + 2 (4))^ + 2 (4))* + • . . 

nach Belieben in die eine oder die andere der beiden folgenden 
Formen gebracht werden: 

(6.a.) 4.) = - 1 + 2(4))* + 4(40* + 4(4))* + • • • 

(6. b.) 4.) = 1 - * (4))' - 4 (4))' - 4 (4))" + • • • • 

Vergleicht man überhaupt in den Gleichungen (4. und 5.) die 
Coefficienten von y''+*, so erhält man allgemein 



:r 



(8.) 4J5* = ^ J^' 47*^' + 2 2) (-l)^ 4) . jgf^* . 

wo die erstere Summe eine blos endliche, die zweite aber eine 
endlose ist. Speciell würde daraus hervorgehen: 

Ji2z) = \J{z)) + 2 /(«) /(z) -f- 2 J^z) 7(2) -f- 2 /(^) /(^) — — 
/(22) = 2 /(i) /(«) -f" 2 /(a) /(2;) — 2 /(^) 7(2) -f- 2 /(«)/(«) — ^^ ••• 

^ * '"^ I /(2r) = («^(2)) + 2 /(,) /(2) -f- 2 /(j) /(,) 2 /(«) /(j) 

-f- 2 J(z)J{z) — ••• 

Indem man in Gleichung (1.) mz statt z setzen, und sie dann 
auch noch mit m potenziren würde, könnte man auf dieselbe 
Weise Multiplikationsformeln für Jl^z) gewinnen. Dieselben sind 
aber so zusammengesetzt, dass wir ihre Entwickelung lieber unter- 
lassen. 

§. 13. Reihen, welche nach Besserschen Functionen 

fortschreiten. 

Wir multipliciren die Gleichung (II. a. §. 1.) mit irgend einer 
Function f(v) von v, so dass sie die Gestalt 

- . vf(v) . y*' = f(v) /""^ + f(v) f^^ annimmt, 

setzen sodann statt v nach und nach v-f"^» ^-\-^* v-|-6, ..., 
V'\-2p, ..., und addiren sämmtliche so erhaltenen Gleichungen 
bis in's Unendliche. Das Resultat dieser Operation ist die Gleichung 

3* 
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= f{^)J^~' + 2;(/(v+2/>) +/-(v + 2p + 2)) 1'+"^+' . 
Setzt man nun 

(a.) /•(v) = (v-hir'*(v-iri-\ 

so ist 

f{v-\-2p) + /•(v + 2;,+ 2) = (v + 2p + l)"l'(v + 2p-l)"l-'' 

+ (v+2p+3)'"'(t; + 2p+irl-* 

= (v+2p+l)"l* (v+2p — l)"""~'(v+2p+l— 2n) 

_|_ (1,4.2^+1)"'^ (v + 2p+l+2n) (v+2p— 1)"-""* 

= (v + 2p + l)"'*(i/ + 2p-l)"-''~*(2v+4p + 2) 
= 2 (v+2/,+l)"l' (v + 2p + irl-* . 

Setzen wir zweitens 

(ß.) >M = v"+'IM^'-2)"'-^ 

SO finden wir ebenso 

f{v-{-2p) + /•(,.+ 2p+2) = (v+2p)"+'l' (v+2p-2)"l-' 

+ (v + 2p+2)'^'l^v+2p)'"-^ 
= (v + 2p + 2)"'*(v + 2jo)"'-^{i/+2p — 2«) 
+ (v + 2p + 2)"'^(v+2p+2-f2«) (v+2p)"'~ 
= ('v_|-2p-f2)"'*(v + 2pr'~^(2v + 4p + 2) 
= 2(i/ + 2p+l) (v+2p + 2)"'^(v+2p)"l-^ 

Substituirt man jetzt diese Wertlie in (1.) so gelangt man zu fol- 
genden zwei Gleichungen 

= (i,+ l)"''(v— ir'-V''-' + 2 ^' (^,+ 2^+1)"'^ (^+2p+l)"l-V^'+'^+^ 
und 

(2.) 1 2 (v+2p)"-^-''' („+2iö)"+''-' /"+''' 

= ,;«+M2(^_2)H-2^i'-i ^ 2 U (v+2p+l){v+2p+2f'{v+2pf-\ f^'^' 

Sondern wir nun von der Summe zur Linken in Gleichung (1.) 
das erste Glied ab, indem wir zuerst p = 0, dann p -\- 1 statt 
p setzen, schreiben wir ferner in Gleichung (2.) v -}- 1 statt v, 
8Ö lauten dieselben, sofern man noch zur Abkürzung 
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Z{v-j-2p + 2) {v-j-2p-{-3f' (i;+2/> + l)"'-' J'+^'^^ = B^r) 
setzt, wie folgt, und zwar die erstere 

2*/ 1 i\>t\ir t\'>\—2 t'' I 2 r>" II i\"|2/ n"|— 2r»'-l inj" 

-(v+l) (v— 1) / +-^(^)=(v+lj (v-^1) / H-2^(^) 

oder besser, wenn zur Liijiken — J^^ durch die Summe 
/^-i + /^+i ersezl wird: 

(1. a.) [v+lf' (v - 1)'"-^ J^^' + -f ^(V) = 2 ^;.) . 

Ar 

Ebenso die letztere 

(2. a.) I ^j;}-' - (^ + 1)""^'" (^-l)"' -'■/* + 2 P?.) . 

Addirt man beide Gleichungen, nachdem die erstere mit z mul- 
üplicirt worden, so findet man 

= 2z4,^ + (v + ir+'''(i;-ir'-'7\ 
oder auch 

2 ^n-f-l o >« 

= (v+1) ^' (v — 1) • y — (»'+1) (v— 1) -^ • 

Selzt man darin nach und na^h n-\-l, n-\-2, ..., n + w — 1 
statt n, dividirt die so entstandenen Gleichungen der Reihe nach 
durch z^, z^ , ..•» z^cw-i) uuj addirt sie zur vorstehenden, so 
erhält man 

-^ A^y) — J A(y) 

oder, wenn man darin n = annimmt, und beiderseits mit t?^ 
multiplicirt: 

ff=.m—\ 

(3.) 2 ^^.) = 2 *'"■ 4.) + 7-2? (v+l)'^'l*(v-l)''l-^'"'-''^' 

p=0 
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und noch, vermöge (2.a.) 

(4.) 2 ^('i; = 2 /'"+' aI) + rZ (v+l)'^^'? [v-lf-^ z^'^-^P 

Diese beiden Gleichungen erlauben, die nach Besserschen Func- 
tionen fortschreitenden Reilien Jll) und -PjJ) durch /*' und /^"^^ 
und die einfachste derartige Reihe 

auszudrücken. ' 

Setzt man in beiden Gleichungen v = — 1 , so verschwindet 
in jeder derselben die erste Summe zur Rechleu völlig, während 
die zweite sich auf ihr erstes Glied reducirt, so dass man hat 

2 AU, = z"' (2 aU) - J') , 

2 BU) = z'"^' (2 ^-1) - J') . 
liier ist 

2 4-1) — J^ = 2 2 J^P — J^ 

= /ö + 2 /2 ^ 2 /4 + 2 y« + . . . • 

Aus der Gleichung (5.) des §. 11. ergibt sich aber für o) = 0: 

yö + 2 /2 + 2 /4 + 2 /• + . • . = 1 . 
Wir haben demnach 

2 ^?Li) = z2- 

2 ^_i) = ;t2«i4-l ^ 

oder: 

(5.) 2 2? (2p)"" (2p)"'-' /''^ = z2- , 

(6.) 2 2 (2/> + l) (2p + 2)'"'' (2p)"'-'^ Z**^' = z^^'+i . 

In der ersten dieser Gleichungen darf man nur dann m = setzen, 
wenn man nicht vergisst von dem ersten Gliede der Reihe nur 
die Hälfte zu nehmen, die andere aber lässt für m ohne Weiteres 
jeden Werth von bis cx> zu. 

Specialisiren wir diese beiden Formeln, so erhalten wir fol- 
gende Gruppe von Gleichungen, wodurch sämmtliche positiv ganzen 
Potenzen von z nach Besserschen Functionen entwickelt sind: 



(5. a.) 



(6.a.) 



Die Besserscheu Functionen erster Art. 39 

C/o^2/2-|_2/4 + 2/«H =1 

2 (22 /2 ^ 42 /4 ^ Q2 jß ^ ) ^ ^2 

2(4.6.4.2/4-1-6.8.6.4/6+8.10.8.6/8 + ...) = z^ 
2(6. 8. 10. 6. 4. 2/6 + 8. 10. 12. 8. 6. 4/8 4----) = ^^ 

f 2 (/i + 3/3 + 5/^ + 7/7-1 ) = z 

2 (3.4.2 /3 + 5.6.4 /^+ 7.8.6 /'H ) = z^ 

2 (5. 6.8.4.2/5+ 7.8.10.6.4/'-! ) = z^ 



Auf die erste Gleichung der Gruppe (6.a.) wurde man auch kom- 
men, wenn man die Gleichung (6.) des §. 11. nach co differen- 
liirte und dann cd == setzte. 
Wenn man die aus 

durch successive Substitution von v + 2, v + 4, ..., v + 2p 
statt V hervorgehenden Gleichungen abwechselnd mit entgegen- 
gesetzten Vorzeichen versieht und dann addirt, so erhält man 
zunächst 

Setzt man wieder zuerst 

f{v) = (v+l^'Mv--l^'-^ 

sodann f^y) = /"^^'^ (v — 2)"'"*, 

so ist im ersten Falle 

im zweiten aber 

/•(v + 2p+2)— /•(v+2p) = 2(2«+l)(v+2p+2)'''V+2i^^'""^ 
Man hat demnach, wenn man diese Werthe oben einsetzt, fol- 
gende zwei Gleichungen 

C^-) f 2'^"^^ ^''+^^^ (v + 2p + lf' (v+2i,-l)«l-« r+"' 

(8.) f 2 ^~ ^^'' ' (" + 2'^)'^'" ("4-2?)"^""* ■''"^"' 

= v»+ IV-2)''I-V-'— 2(2n+l)27(-l)''(,/+2p+2)"l'(v+2p)"l-V+''^' . 



40 Erster Abschnitt. 

Obschon diese Gleichungen einer Behandlung, wie sie oben an 
den Gleichungen (1.) und (2.) geübt wurde, nicht fähig sind, lie- 
fern sie dennoch eine Reihe interessanter Relationen. Setzt man 
z. B. in (7.) n = 0, so hat man 

(9.) 2U{^ if (v+ 2 p) r-^'^ = z r-' 

und daraus speciell 

2 (2 J^'— 4 /* + 6 /6 — 8 /8 + . . .) = z /* 
2 (3 /3 — 5 /-'^ + 7 /7 — 9 /9 + . . .) = z J2 
2 (4/4 — 6/6^8/« — 10/*o+-..) = z/3 



(O.a.) 



Diese Gleichungen , durch welche jede Bessel'sche Function selbst 
wieder nach Besserschen Functionen entwickelt ist, hätte man 
naturlich, da ja für n = das erste f(v) = l ist, auch erhalten, 
wenn man die aus der Gleichung (II.) durch Einsetzen von v + 2 , 
v + 4, .,.,!/ + 2p,... hervorgehenden Gleichungen mit ab- 
wechselnden Vorzeichen addirt hätte. 

Setzt man ferner in (7.) n = 1 , so wird 

^ ^ (-If (v + 2 p^l) (v + 2p) {v + 2^-\-l) J^-^'' 

= (v+1) [v—l) /"-' -2.2 2{-lf (v+2p-j-l)J"^''"^' . 
Nach (9.) ist aber 

2 2J(^lf(v+2p+l)j'+^'^' = zJ\ 
folglich hat man 

(10.) 2 2(—l)P . (v+2p-l) (v + 2p) (i; + 2p+l) .7"+'^ 

= z . (v + 1) (i;-l) J'-' - 2 z2 r , 
also z. B. für v = 1 u. 2: 

f2(2.3. 

'{2(1.2. 
Aus (8.) folgt für n = ; 

1 2 (- 1)'' {v+2pf j'^'p = V y - 2 V (- 1)^' r^^^' . 

Für V = 1 ist nun die rechte Seite 

/O _ 2 (/2 -_ /4 _^ J6 _ j8 _| ) 

und für v = 2 : ^ 

2/1 ~ 2 (/3 — j^ + y' - -I — ) . 



^ .-^-.^.4/3— 4.5.6/5+6.7.8/7— 8.9.10/'^+-)=- 2 zV 
•a-il.,. -.3/2-3.4.5/^+ 5.6.7y«-7.8.9/'^+...) = 32/^-2zV2. 
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Setzt man aber in den Gleichungen (3.) und (4.) des §. 11. if'=0, 
so kommt: 

^ '^ [2 (/i — /3 _^ /5 _ /7 .j ) = sin z . 

Demnach hat man auch 

und 

1 y (_i)P (2p+2f J"^' = sin « , 

oder 
2 j 2 (Ji — 32 /3 + 52 /5 _ 72 77 _j ) = ^ cos z 

(2 (22/2— 42/4^62y6_ 8^ /« -^ ) = ^ siu Z . 

Endlich sei noch bemerkt, dass, wenn man zur Gleichung 

/o ^2/2^2/* + 2/6-1 = 1 

die erste Gleichung der Gruppe (11.) > nämlich 

/o _ 2 /2 -f 2 /* — 2 /« H = cos 2 

addirt, oder davon subtrahirt, noch folgende zwei Gleichungen 
hervorgeben : 

I /o^2/4+ 2 /8 +2/^2 + ... = cos2^z 

I2 /2 + 2 /« + 2 /lo 4- 2 /i4 + ... = sin2 ^ ^ , 

§. 14. Fortsetzung. 

Wir gehen jetzt von der Gleichung (5. §. 3.) aus, und mul- 
tipliciren dieselbe mit f{(i)l dieselbe lautet alsdann 

Hierin setzen wir nach und nach fA + 2,fA-j-4,...,|it-|-2p 
statt fi und gleichzeitig resp. V'j'2,v-\-4:,,.,,v-\-2p statt v. 
Durch Addition sämmllicher einzelner Gleichungen erhalten wir 

Nehmen wir nun wieder zuerst 

ferner 

so dass einmal 

/•(^+2p + 2)-/'(^ + 2p) = 4«(^+2p+l)"l''(^ + 2p-ir-^'-^ 
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und dann noch 

/•(^+2/>+2) -ri(i+2p) = 2 (2 n+1) (^ +2p+3f' (ft+2p+l)'' ' '' 
wird, so gelangen wir zu folgenden zwei Gleicliungen : 

= f^+l)"l*(^-l)''l-V'^^+ 2.2«27 (ft + 2p+l)"l*(^+2p-l)'-"-V+'''+' 
und 

Von der Summe zur Linken in der ersten Gleichung trennen wir 
das erste Glied dadurch ab, dass wir zuerst p = 0, dann p-\-l 
statt p setzen; in der zweiten Gleichung dagegen schreiben wir 
v-f-l statt V, wodurch die beiden Gleichungen folgende Gestalt 
annehmen : 

2(ft+i)«'*(^-iri-'' T^-\-^i2 (^+2p+3r^-^+2p+iri-^ 7*+'"+' 

= (ft+l)"" {(i -if-' /'-' + 2 . 2 « 27(^+2/) + 1)"!' {(i +2p-l)"-'l-' /•+'"+' 



— Jf ^ V 



(3.) 



2 ^ V (^+2p+ir+'i'(^+2p-i)''i-v+*^' == (ft+i)"+^i*(i*-iri-v 

• + 2.(2«+l)2;(^ + 2p + 3)''"(^ + 2p + l^l-*/'+*'^^ 
Setzt man nun zur Abkürzung 

2; (^ + 2^ + 3)"!^ (^ + 2p+iri-* Z^^*^* = 2>;, , 

SO lauten vorstehende Gleichungen folgend ermassen: 

2 i§^' = (^+ir+'l*(^-l)-l-^ r + 2(2„+l)/);> . 

Wird die erstere mit 2n + l mulliplicirt, die zweite nach z dif- 
ferentiirt, und werden beide sodann addirt, so ergibt «ich: 

2^' = (»*+ir(f*-ir+"-^4?+(2«+i)((^+ir(^-ir'-v'-' 

+ 2.2«(2«+l)C5.). 
oder nach einer leicht ersichtlichen Umformung 

^ (4.) 2 ^' = i (^+1)-+^I^(^-1)'"-V'-' 

- i (^ + irlV-l)'^^l-V'+^ + 2.2«(2«+l)C5.). 
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Daraus folgt zunächst für n = 

(5.) 2 . ^p = ^ (^+ 1) /-i _ ^ (^_ 1) r+' 

oder 

Setzt man darin nach einander fi = l , fi= — 1 , so hat man 

(5.a.) 2 ^. 2 (2p+2) /^*^' == r-' . 

(5.b.) 2^2^^- "^"^"^' = •^'^' ' 

woraus noch specieiler folgen würde: 

Da nun nach Formel (3. §. 6.) 

//'(/« = 1 — J«, 



so hat man 

I 2 (2 /2 ^ 4 /4 4. 6 /6 ^ 8 j8 ^ . . .) ^j'j'joa^2^ 

{2 (2/3^4/5^6 J7 + 8/» H ) = z—fJ^dz, 

wo die Integrale von bis z genommen sind. 

Sei ferner in (4.) n nicht Null, dagegen |ü = 1 so haben wir 

Diffei enliiren wir diese Gleichung nach und nach. 2, 4, 6, ..., 
2m mal nach z, und setzen gleichzeitig resp. «+1, « + 2, w-f-S, 
..., n-\-m statt n, so erhalten wir folgende Gruppe 



(6-) ^f- = 2n(2n + l)C?D. 



a'Cv\t^ 



(1) 






^ = 2 ;i (2 « + 1) C5 



(1) 



-^ = (2n + 2)(2.-+3)-^ 

-^ = (2. + 4)(2n+5)-^>- 



g^2..+. =(2n+2m)(2«+2m+l) -^ 
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Addirt man diese Gleichungen, nachdem man die erste mit 
(2n + 2)(2n + 3), die zweite mit (2 n + 4) (2 w + 5), die dritte mit 
(2/1+6) (2n4-7) , ..., endlich die vorletzte mit (2«+2m)(2w+2m+l) 
muitiplicirt hat, so findet man 

(7)- ^^,^2 = 2«(2n + l)(2« + 2)(2« + 3)Cri) • 

WO n nicht Null sein darf. Für n = 1 wird sie 

o2»i-|-2 ^.»»4-2 

(7-a.) g^.+2 =2.3.4.5C?i). 

Ebenso würde man für ein positiv ganzes n und (i = — 1 aus 
(4.) die Gleichungen 

-g|=i> = 2n(2« + l)cr_i) 
und 

p2w-|-2 ^«+»1-4-1 

. ^^J:;:^^ = 2n (2n + l) (2n + 2) (2n + 3) C(%) 

finden, welche sich jedoch von den Gleichungen (6.) und (7.) 
nicht wesentlich unterscheiden. 

Nun folgt aber aus Gleichung (5.), dass 

oder z z 

2 C(\, = ffr-' dz'' . 

' 

Dadurch wird aber aus Gleichung (7.a.) die folgende 

o2//i-f-2 >-»/«-f-2 

dz "^ 

t\t\ar 2W-I-4 

Durch diese Gleichung, welche in vollständiger Schreibweise, und 
wenn v4-l statt v gesetzt wird, so lautet 

(8.) 2;(2/> + 4r^''^2p + 2r+''-V^-'^N=3.4.5//''c/z""+S 
und die bereits bekannte 

(5.a.) 2 2 (2/> + 2) r+'^' ^f/rdz' 

sind alle vielfachen Integrale gerader Ordnung sä mm t- 
licher Bessel'scher Functionen in nach BesseTschen 
Functionen fortschreitende Reihen entwickelt. 
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so ergibt sich 



Setzt man in der zweiten Gleichung (3.) n = und (i = — 1 , 
oder, weil nach (5.) 



.0 



2 2>y n = 2 



dz 



2 - 



dz ~J'^ 



dz 



ist: 



2i>?_i) =fj^'dz. 

Schreibt man statt D die entsprechende Reihe und setzt gleich- 
zeilig V — 1 statt V, so hat man 

(9.a.) 2 2//^'^+' = jrdz. 

Substituirt man ferner in die 2^^ Gleichung der Gruppe (3.) m-\'l 

für n und 1 für |k, so folgt 

(2m + 3)2>n)^' = ^'^ 
oder 



dz 

8m+3 



(2m + 3)2>S5^'= 3.4.5/r~'rfz'"+' 
oder vollständig geschrieben und v durch v-j-l ersetzt: 

9.) (2m+3) 2;(2p+4r+'''(2p+2r+'I^V^+'^ = 3.4.5/ JV/"+' 

Durch die Formeln (9.) und (9.a.] sind demnach auch die Inte- 
grale ungerader Ordnung einer jeden Bessel'schen 
Function nach BesseTschen Functionen entwickelt. 

Für 1/ = z. B. liefern die Gleichungen (8.) und (9.) fol- 
gende specieliere Formeln: 
2 (2/2 + 4/* + 6/6 + 8 /s-l ) 



(8.b.) < 



4.6.2/4 + 6.8.4/6 + 8.10.6 /»H 

6.8.10.4.2/«+8.10.12.6.4/s+10.12.14.8.6/''>+' 
8. 10. 12. 14. 6. 4. 2/8+10. 12. 14. 16. 8.6.4/'»+ 



= ffj'dz^ 
=3A.5fPdz^ 
= 3.4.5//6t^ 
= 3A.5fj^dz^ 



und 



(9.b.) 



{2 (/^ + /3 + /5 ^ /7 _^ jr9 „l ) 

3(4.2/3 + 6.4/5 + 8.6/7 + 10.8/» H ) 

5 (6. 8. 4. 2/5+8. 10. 6. 4/7+ 10. 12. 8. 6/» -j ) 

7(8.10.12.6.4.2/7+ 10. 12. 14. 8. 6. 4/» H ) 



fjUz 
SA.bfjUz^ 
3A,bfj^dz^ 
SA.bfj^dz'^ 



H7' 
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Wir gehen jetzt auf die Gleichungen (4.) und (5.) des §.• 10. 
zurück und setzen darin v = 0. Dann werden sie 

2 Jl-, = 2 2*'"^) + 7« 2? (— 1)" 3''!' l"!' ««'"-^i-i 

— J^ 2 (—If . l*"!* l»"!* . «*""-*" 
und 

p=m — 1 

2 ^r») = 2 ?*'"+' ^?„) + /« 2; (—1)" 3"!' l"!' z'"^*'' 

— /' 2; (— 1)" IP'* l»"' . /"-^H-i _ 
Nun ist aber 



• > 



4,) = /l + /3 _^ /6 ^ /7 ^ . 

also nach der ersten Gleichung der Gruppe (9.J).) 

Man hat demnach, wenn man diesen Werth oben einsetzt, und 
stalt A^) und B^) die Reihen schreibt, deren Repräsenlanten sie 
sind, folgende zwei Gleichungen: 

tlO.) 22{2p+iy''^'(2p+lf-'j''-^' = z'"//« dz 

fK=m — 1 

+ j'>2j(—i)''(2p-\-i) (f^y . z^--^''-' 

pz=0 
p=zm — 1 

— /' 2; (—if(i''i7 «""-'", 

p=0 

(1 1.) 22J(2p-\-2) {2p-\-Sf'\2p-\-lf-V^' = z^"'+^fjo dz 

pz=nt — 1 ■ 

+ /o 2; (_i)''(2;>+i) (ipy z'^-^'' 

p=0 
pz=m 

Daraus gehen für m = , 1 , 2 , ... folgende specielie Gleichungen 
hervor : 

' 2 [J^ + J^ + J^ + r + J^ -\ ) = y /^ dz 

(lO.a.)l 2(3.5.3.1/'^+5.7.5.37S+7.9.7.5/7-|-...) = ^4jjro^^^jrO(^3_3jj 

— /i(z4— ^2 — 6J 



(H.a.) 
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2 (2 /2 + 4 /4 ^ 6 /« + 8 /8 + • • •) = ^ fj^ dz—zP 
2(1. 2. 3/24-3. 4. 57*4-5.6.77«+. ..)=^V-^^-+^^-^ 

— /I(z3_z) 

2(4.5.7.3.1/* + 6.7.9.5.3/«+..-) = ^^/-^^<^^ + 60/2 

— J^[z^—z^+^z) 



Durch geeignete Combination der im gegenwärtigen und im vorigen 
Paragraphen gewonnenen Resultate wurde man noch eine Menge 
derartiger Reihen nebst ihren Summenwerthen ableiten können. 
Addirt man z. B. die beiden ersten Gleichungen der Gruppe 
(6.a. §. 13.) , nämlich die Gleichungen 

2 2?(2/>+l)/'^' = z 

und 2 2 (2p+l) 2p (2p+2) f^'^ == z^ , 

so erhält man 

oder 

(12.) 2(l3/> + 33/34. 53^5 4. 73^74^...) = z(l + z2) . 

Addirt man ferner die Gleichungen 

2 2 (2pf fP = ^2 

2 2 4.pJ^^ = 2zfj^dz — 2zP 
2 2; /''' = 1 + jo , 

von denen die erste und dritte resp. die zweite und erste der 
Gruppe (5.a. §. 13.), die .mittlere dagegen die erste der Gruppe 
(H.a. §. 14.), doppelt genommen, ist, so findet man 

(13.) 2 2; (2 /> + 1)^ /'^ = 1 + z2 + /o - 2 z /i + 2 zfj^ dz . 

Will man endlich die Summe aller Besserschen Functionen 
mit positiven ganzen Indices kennen, so addire man die Glei- 
chungen 

2 2?/^'' = 1 + /o 

und 2 2?/''^' = JjUz, (10. a.) 

um sofort 

2 2? /'' = 1 + /o + y /o <f z 

oder 

(14.) 2(/0 + /l + /24_y34.jr44./54.....) = l^J^J^jj^aZ 

zu erhalten. U. s. w. f. 
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§. 16. Reihen, welche nach Quadraten von Besserschen 

Functionen fortschreiten. 

Eine derartige Reihe, nämlich 

(1.) (jy -f 2 (jj + 2 (jy + 2 (jy + . . . = i . 

haben wir bereits in §. 12. kennen gelernt. Weitere solche 
Reihen werden wir erhalten, wenn wir die Gleichung (7. §. 3.), d. i. 

einer ähnlichen Behandlung, wie in den vorigen Paragraphen die 
Gleichungen 



und 



^JL r = j^' + r+' 

z ' 



2 ^ = 7*^1 — /'+» 

dz 



unterwerfen. Wir wollen uns jedoch damit begnügen , nur einige 
wenige hierher gehörige Resultate von geringerer Allgemeinheit 
abzuleiten. 

Wir denken uns zuerst in obige Gleichung statt v nach und 

nach v-\-2, v+4, ..., v-}-2p, ... eingesetzt, und sodann alle 

so entstandene Gleichungen bis in's Unendliche addirt, so er- 
halten wir 

(2-) 112'^''+^^^ ^■^^^"'^' = ^•"""'^'^ • 

Daraus gehen für v=m-j-l und v=m + 2 die zwei folgenden 
Gleichungen 

(3.) 2 1 ^ im+2p+i) (j'-'+^p+y = . {ry , 
(4.) 2 ^ V (m+2p+2) (r+'p+y = z ij"'+y 

hervor. Durch Addition und Subtraction derselben erhält man 

(5.) 2 g^ 2 (^+p+i) (/n^i)^ = , (ry + , (r+y , 

(^•) 2 ^,^{-i)''(m-\-p-\-^)(j'^'^y=z{ry-z(j"'+y. 

Nun ist aber, mit Rücksicht auf die Gleichungen (3. u. 4. §. 3.); 



Die Besserschen Functionen erster Art. 49 

= z 5 + J J 

dz dz ' 

(]. h. es ist 

Die Gleichung (6.) nimmt daher nacli Einsetzung dieses Werthes 
folgende Gestalt an: 

(6.) 2 27 (—1)'' (m+/>+ 1) (/'^'^O' = ^ /" /"^' : 
Multiplicirt man nun noch die Gleichung (7, §.3.) mit v+1, 
selzt dann statt v nach und nach v-|"2, v-j"^» v + 6» •••» 
V -\-2p , ... und addirt sämmtliche so erhaltenen Gleichungen, 
so ergiht sich 

(^•) T • I 2 (-+2p)(»'+2p+l)(/^^0* = (v+l)(/-0^ 

woraus für v^l und v=2 folgende zwei speciellere Gleichungen 
hervorgehen: 

T 12 ^^^+*) ^^^+^^ ^•'"^'^' = ^ *^-'"^' + ^ 2'^-^''^')*' 

Addirt man dieselben, so hat man sofort 

T 1 2 (^+'^ ^+2) (•''^')* = ^•^)' + ^ 2* ^•'''^'- 

Zieht man davon die Gleichung (5.), nachdem m = in ihr gesetzt 
ist, nämlich • 

ab, so bleibt 

Nach Gleichung (1.) aber ist 

(// + 2 27 (/'^O' = 1 • 
Wir haben demnach schliesslich folgende bemerkenswerlhe Glei- 
chung 

(8-) \ l^ ^^^f i^^^^y - "^ 

Lomniel, Bessel'sche Functionen. 4 
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oder 

(8.a.) l' (Jj + 2' {ff + 3* (Jj + 4' {J*f + . . . = ^ . 

Man sieht leicht ein, dass auf dem hier betretenen Wege 
noch manches derartige Resultat gefunden werden könnte. Wir 
begnügen uns jedoch mit dem bisher gefundenen, um nicht durch 
die Ueberfülle von Einzelnheiten zu ermüden. 

Die Formeln (5.) und (6.) des §. 13. sind, soviel mir bekannt 
ist, zuerst von Schiörailch*) gegeben worden, die Formeln (11.) 
ebendaselbst sind schon seitBessel bekannt. Dagegen scheinen 
die in den §§. 14. und 15. entwickelten Gleichungen grössten- 
theils neu zu sein, wenn man nicht etwa sämmtliche Resultate 
der §§. 13. und 14. als Beispiele betrachten will zu dem von 
Neumann**) bewiesenen Lehrsatz: Jede Function f(z), 
welche innerhalb eines Kreises mit dem Mittelpunkt 
(Anfangspunkt der Zahlenebene) eindeutig und stetig bleibt, 
kann nachBessePschen Functionen (erster Art) entwickelt 
werden. Die Formeln des gegenwartigen Paragraphen scheinen 
darauf hinzudeuten, dass, wenigstens für Functionen von geradem 
Grade, eine ähnliche Entwickelung nach Quadraten von Bessel'- 
schen Functionen möglich ist. 

Eine Fr^ge, nämlich die nach der Convergenz der in den 
§§. 13 — 15. entwickelten Reihen, wurde bisher noch gar nicht 
berührt. Es lässt sich aber leicht zeigen, dass diese Reihen 
sämmtlich convergent sind für jeden Werth von z. 
Nehmen wir als Beispiel die in §. 13. mit A^l^y bezeichnete Reihe. 
Der Quotient des (p+1)*^" Gliedes durch das p*« ist 

(^,+2p-l)''l^(i;+2p-irl-2 * r-^^P-' 

^ { v+2p+l) (i;-f2p+2n--l) yH-2H-i 
{v-\-2p — l) (v+2p— 2n+l) * jv+2p-i 

Bei wachsendem p nähert sich der Quotient der beiden Bessel'- 
sehen Functionen der Null (ein Blick auf den Kettenbruch (3. §. 2.) 
genügt^ um sich davon zu überzeugen), während gleichzeitig der 
vdrausgestellte Factor gegen die Einheit rückt. Die Convergenz 
der Reihe A^^y ist dadurch ausser Zweifel gesetzt, und es leuchtet 



•) Schlömilch, Zeitschrift für Math. u. Phys., II. Jahrg. S. 141. 
**) C. Nenmann, Theorie der BessePschen Functionen. Leipzig, 1867. 
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ein , dass auch alle andern hier vorkommenden Reihen , auf dieselbe 
Weise behandelt, zu dem nämlichen Resultate fuhren. 

«•4-4- 

§• 16. Entwiokelung von J{z) ^ . 

Wenn v ein ungerades Vielfaches von — {= — ^) ist, so 

lässt sich das Integral 

-fi 

^««(1 — u2/"*rfu 
-1 
in geschlossener Form bersteilen. 

Ist nämlich fp[u) eine beliebige Function von ti, so erhält 
man durch fortgesetzte Anwendung der thellweisen Integration 






/• 



^^-q>[u) ,du = — ^«- ^ ^ q>P[u) . 



wo (p^{u) den p*®" Differentialquotienten von g>{u} ausdrucken soll. 
Hier aber ist, für v = "*, > 

2 

q,(u) = (1-uT = (i+-«r(i-«r, 

folglich, mit Anwendung d«s binomischen Lehrsatzes 

^(tt-f-Ä) = (I+m + äHI— tt— Ä)" 



V??:^ (l+tt)"-«Ä« . 2'(-l)'" • ^' (!-«)"-'■ Ä*" 



Der Coefficienl von h^ in dieser Entwickelung ist nichts anderes 
als 9>''(u) noch dividirt durch p!. Demnach hat man 

(p/'(ti) = V (— 1)** . -^ m9\-^ m^-l-i (I + m)'"-^ (l—ti)'«-'- 

für (g + r = p) , 

wo in der Summe statt q und r nur solche positive ganze Zahlen, 
die Null mit inbegriffen, gesetzt werden dürfen, welche der Be- 
dingungsgleichung q -\- r = p genügen. 

Setzt man darin ti= 1, so verschwinden alle Glieder der Summe 
wegen des Factors 1 — u, mit Ausnahme desjenigen, welches 
diesen Factor auf der Potenz Null enthält. Man hat also gleich- 
zeitig r = m , q =^ p — m , m — q = 2m — p zu nehmen, und 

erhält 

4* 
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W («)]i = (- 1)" • (^ -'^'-^ 2^"^" . 

Substituirt man dagegen u = — 1 in q>P{u), so verschwinden alle 
Glieder, welche den Factor 1 -|- m auf einer andern, als der 0*^" 
Potenz enthalten; indem man daher g=m,r=p — m,m — r=2m — p 
setzt, bekommt man 

[^^{u)U =- (-1)'^"' (^ "»"-"'-^ 2*"-" . 

Fuhrt man daher oben die Grenzen — 1 und -|-1 ein, so ergibt 

sich 

+1 

/• _ , 'P+i 

Je {l-u'^) .du=-e 2ji-^) ■ (p^l"^ -2 'T+i 

— 1 

oder, w-enn man, da p offenbar nicht kleiner als m sein kann, 
lieber m -\- p statt p schreibt 

J e (1-«^) rf« = - (-1) 2 e 2, -^^2 - • ^iiW+i 

-1 

, «,-,-. ^ . .p . (..+p)! m^'-^ . £^:+^\ 

Da nun 



I 1 "'+t /* 

^^ V2n.2"'.7n\J ^ ^ 



ist, so hat man 

(1.) /,,, = (_,) . ^^== 2j — i^ü -p 

oder, wenn man zur Abkürzung 

^—^ ■ vY^z 2 — 2^^ ^ = ^^^> 

setzt: 

(l.a.) /(j) = i?(2) -* — (-1) . i/?(_2/ . 

Nun ist aber 
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und ebenso 

^ (-1) -^ _ _ /> _ ö ,^. 

Daher hat man 

Ist nun m gerade = 2n, so erhält man daraus 

(2.) J^,+i = (-1)" j/J-^ [p'- sin z + O'" cos z) 

und ebenso für ein ungerades m (= 2 m -|- 1) 

(3.) 4"+* == (- 1)" j/f^ {q"'+' sin z - 1^+' cos .} . 

In diesen Gleichungen ist 



(4.) 



P» = V (-1)" . 



{m+lfP^^ m*''l-i 1 






k" = y (-1)" • 



während die oben eingeführte Function R(z) ^, in P und Q aus- 
gedrückt, folgende Gestalt annimmt: 

Einen für beide Fälle gemeinsamen Ausdruck erhält man mit 
leichter Mühe aus der Reductionsformel 1. (§. 1.). Setzt man näm- 
lich daselbst m -\- \ slalt v, so wird 

j = j^ 2j ^""^ — p^ '^'^p — 

Es ist aber, wie man leicht findet: 

ji = ]/ — • sin z , 

/l = l/^ fc - cos z) . 

r nz \ z ^ 
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Setzt man diese Werthe oben ein, so ergibt sich zunächst: 






Sin z y (-If 



nz ^ ^ ' pl ^m-l~2p 

Hier müssen noch die mit sin z multiplicirten Summen in eine 
einzige zusammengefasst werden. Sondert man zu diesem Zweck 
von der ersteren das Anfangsglied ab, indem man zuerst p = 0, 
dann p -\- 1 statt p setzt, so erhält man 

^m+l ^ y ^i ' (p+l)l ^m-l-2p 

^"" ^^ I^P (m- i^p)y'-^ (2p+ 5)"-^^-^'^ <''"-l-2''4-9n.a-1 9.^ 

_ ^_\n r_..P (»^-l-pF'~^ (2^+5)"-^^-^'^ (;«-p)(2p+3) 
2"»+l ^ ^ ^ pl ^m-l-2p p_|-l 

^»1+1 "T ^ l -^^ • (p + 1)! j»»-l-2p 

— ^ V ^y -^ p! ^»1+1 -2p 

Man hat also 

(6.) .^i-/|:,....VMr<^-z^.<iö«r^ 



/ 



2 ..„ . y (_i)P . (^^-p)'"-' . (2p+3r-2^i'^ 



• cos 2 



7t Z ^^ ^ ' pl 2»*-2/> 

Diese Formel unterscheidet sich von den obigen (2.) und (3.) durch 
nichts, als dass dort die Summen nach steigenden, hier aber nach 

fallenden Potenzen von — geordnet sind. Wollte man hier eben- 
falls nach steigenden Potenzen ordnen, so müsste man die Fälle 
des geraden und ungeraden m auseinanderhalten . und wurde dann 
nothwendig auf die Formeln (2.) und (3.) zurückkommen. 

Selbstverständlich genügt die hier entwickelte Function J(z) 
den Grundgesetzen (IL) und (III.) der Besserschen l'unctionen, und 
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folglich auch allen übrigen Relationen, welche für jedes v daraus 
abgeleitet wurden. Nun behaupten vir aber, dass nicht bloss 

J(^ selbst, sondern auch die oben deßnirte Function Ä(j) ' für 

sich allein schon, und dann nothwendig auch (—1^* E*ILzf sich 
diesen Grundgesetzen und dann auch allen daraus gezogenen Con- 
sequenzen unterwirft. 
Es ist nämlich- 

^^^> =(~'^ 'rt^z2 — w — 7p' 

~ ^ ^ ' yltnzZj 2^12 • zP ' 

Addirt man diese beiden Gleichungen, so findet man, weil 

= [m+lf-'^'m''-'^-' {(m--p+\) (m-p) - {ni+p)(m+i-p)} 

ist, zunächst: 

Ä(.) + %) - - (~0 (2m+l) y^^2j ¥=^~' ~" * Tp ' 

wo jedoch in der Summe zur Rechten p nicht Null werden darf, 
da in den obigen Summen die Anfangsglieder, in welchen p = 
ist, sich wegheben. Schreibt man daher besser (p-f-^) ^^^^^ P* 
so hat man 

oder 

Diese Gleichung Ist aber keine andere, als die Gleichung (U.a.) 

angewendet auf die Function R^l) ^. 

Ebenso leicht lässt sich zeigen, dass auch das zweite Grund- 
gesetz (111.) für Ä(s) * gelte. Wir setzen }/ z statt z und multi- 

pliciren mit z 2 T, so wird 

Differentiirt man hier beiderseits nach ;:;, so kommt: 
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az ^ '^ "''2^2^^ 2''i* ** '* * 

= (— 1) ^ . « ... • Z 2 

•»4-P4-3 



2 



Nun isl aber 

demnach 

^iHhii2 1 ^ (^+P+V 



2P12 • V2p+2 "»" "■; 



^ (m+2 )y'^(m+ir^^'~^ wt+p + 2 ^ (m + 2)^+1 1^ ( ;»-{- i)/H-i |-i 
2'''^ ' 2/) + 2 g'^^'''^ 

Fasst man jetzt obige zwei Summen in eine zusammen, so er- 
hält man 



^-2J ^ ^ 2^2^ 



, .m+2 e«^ -Sry (m+2)H-ili(^4-i)f>+iM p^, 



2 



2KF^-^ 2H-112 

oder endlich 

ä^ = — i . 2; 2 4 . i?(^j , 

wie behauptet worden. 
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§. 17. Entwiokelung von /(^) nach negativen Potenzen 

von z. 

Aus den zuletzt geführten Beweisen geht hervor, dass die 

beiden Bestandtheile von J^^, R(z) ^ und (— l)"'i\R(_4, vermöge 
ihrer Form allein schon, ohne Röcksicht auf den speciellen 
Werth, weichen man dem m beigelegt denken mag, den Grund- 
gesetzen (IL und III.) der Bessel'schen Functionen genügen. Die 
unendliche Reihe; in welche der Ausdruck 

/-+i = ^L I (- 1)"+' e'^ (/>" + (?"i) + e-'^ (P" — Ö"i)| 

für ein gebrochenes m übergeht, wird daher ebenfalls noch jene 
beiden Grundgleichungen erfüllen und sonach in Form und 
Eigenscliaften mit den bisher betrachteten Besserschen Func- 
tionen übereinstimmen. Wir halten uns daher für berechtigt, die 
vorstehende Gleichung auch dann noch als Ausdruck der BesseF- 
sehen Functionen anzusehen, wenn m gebrochen ist, mit dem Vor- 
behalte freilich, dass die fragliche unendliche Reihe überhaupt zu- 
lässig sei. 

Unter diesem Vorbehalte haben wir also, wenn wir m-\-^^=iV 
setzen 

(1.) Jiy = ^L [(-1)^^ i' (i"^H ö*-^ «•) + <r "{F-\- Q--\ i)\ 

Setzen wir in dieser Formel zuerst 2n statt v, so wird dieselbe 
zunächst, wenn wir der Kürze wegen P^ und Q^ resp. statt I^'^i 
(f'*-'i schreiben: 

/S = ^^ {(-0* e'- (P. + Q, i) + .-ie--^ (/>, - öl 0} . 

Denken wir uns unter i stets seinen positiven Werth -{-i, so ist 

(— e)i = ß-i^« und ii = ei""' , 
folglich 

oder 

(2.) /g = (-1)" j/|i lAcos(z-i»r) - Qy^m{z-\n)\. 
worin 
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(2.a.) 






(4n+l)W Hn-lf^-^ 1 



(4n+l)«H-ii« (4„-l)«H-iM 1 



ist. 



Setzt man ferner 2n-\-l statt v, so ergibt sich zunächst 



und 



Da nun 

isl, so hat man weiter 

woraus sofort eine mit der obigen fast gleichlautende Formel her- 
vorgehen würde, mit dem einzigen Unterschiede nämlich, dass 
^2 und Ö2 statt Pj und öi» und z — \n statt z — ^tt stunde. 
Schreibt man aber lieber sin [z — \'jt) statt cos [z — \n) und 
— cos(z — ^Tu) statt sin (z — f^r), so hat man 

(3.) ß^^' = (-1)" j/|^ {i>2 8in(z-i7r) + ö,eos(z-i;r)j . 
Darin ist 



(3. a.) 



P2 = ^{-If ' 



(4«+3)2''|2(4n + l)2Pl-2 1 



S^P\ 



8 



.'^P 



[02-=^ (-1) • ^2^-118- 7H^r 

Für n »= z. ß. resultiren aus (2.) und (3.) folgende zwei Formeln 
(2.b.) y(.) = /^-cos(z-i.r) {l-^-^(-) -f 3 ,, ,, 3, (-) } 

+ ^- sm (z-i^r) {-^(-) -- 3:Ye:^(-; + 8.16.24.32.40 Vt) ~ -l' 

/Qkx ri 7/^ • / 1 ^ ii I 3.5.1/1\2 3.5.7.9.1.3.5/lV , ) 

{3.b.) /(.) = ^-Sin(.-l^) {1 + 3^(-) - s ,e.24.32 (z) +--J 

, -j/2 f ,,(31 3.5.7. 1.3/lV I 3.5.7.9.11.1.3.5.7/lV \ 

+ ^_^C0s(z-i.r){-»-- 3,,e.24 VF>>+ 8.16.24.32.40 A l>)-'"l> 

Formeln, welche von Hansen*) bei der Berechnung seiner Tabellen 
der Besserschen Functionen J^ und J^ benützt wurden. 



*) Hansen, Ermittelung der absoluten Störungen in Ellipsen von 
beliebiger Excentricität und Neigung ; Schriften der Sternwarte Seeberg, 
Gotha 1843. 
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Die in (2.) und (3.) vorkommenden unendlichen Reihen P 
und Q sind nun freilich divergent; sie gehören aber zur nütz- 
lichen Classe der halbconvergenten Reihen, bei welchen der jedes- 
mal begangene Fehler kleiner ist als das letzte in Rechnung ge- 
zogene Glied. Um dies nachzuweisen, sei es gestattet, die Reihe 
(2. b.) nochmals zu entwickeln auf dem Wege, welchen Lip- 
schitz*) gezeigt hat. 

Wir schreiben zu dem Ende /(«) in der Form 

1 

fA \ tO 2 /• COS (z m) , 

(4.) /(») = — I .. ^ • du 



und betrachten den Ausdruck ^ ^^ ^ " als den reellen Theil der 

Function ,, für w = ui. 

Darin werde nun für w die allgemein complexe Grösse v-\-ui 
gesetzt und eine Integration nach dtv = dv -{- i ,du ausgeführt. 
Wird V + ui in üblicher Weise durch einen Punkt der Zahlen- 
ebene repräsentirt, dessen rechtwinklige Coordinaten v und u 
sind, so gilt der bekannte Satz , dass ein über den Umfang einer 
geschlossenen Linie hinerstrecktes Integral stets den Werth Null 
hat, wenn die zu integrirende Function im Innern des abgegrenz- 
ten Flächenstücks allenthalben eindeutig, stetig und endlich ist. 



e 



Im jetzigen Falle werde die Function . über den Umfang 

eines Rechtecks integrirt, dessen Ecken die Punkte (0), [h), {h-\-i), 
[i) sind, wo h einen beliebigen positiven Werth bezeichnet; man 
erkennt alsdann leicht, dass unsere Function im Innern des Recht- 
ecks eindeutig ist, wenn man festsetzt, dass sie stetig sei und 
für fv = den Werth + 1 habe. Für rv-\-i wird sie allerdings 
unendlich, jedoch so, dass der Werth des Integrals dadurch keine 
Aenderung erleidet und der oben ausgesprochene Salz seine Gel- 
tung beibehält. 

Indem man beachtet, dass alle Theile der Integration ent- 
weder der Abscissen- oder der Ordinatenaxe parallel genommen 
werden, und dass der Umfang des Rechtecks stets in demselben 



*) Lipschitz, die Bessersche Transcendente J. Borchardt's Jour- 
nal; Bd. 56; 1859. 



dv 
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(positiven) Sinne durchlaufen werden muss, erhält man folgende 
Gleichung: 

A 1 h 

^, ' du = , 



Lassen wir nun h über jede Grenze wachsen, so verschwindet 
das zweite Integral, und bei Sonderung des Reellen und Imagi- 
nären liefert der CoeilQcient von / die Gleichung 

(5.) I -. ' du = t I -r- - ' du , ^ 

wo zur Rechten nur der reelle Theil zu nehmen ist. Wir setzen 
nun 

1 + (v + i)^ = 2iv + v^ = qe'P'y 

/ 2 

SO dass Q = yv^-\- 4t;^ und tgq> = — wird. Dann ist der Nen- 
ner zur Rechten 

oder, weil 

^e(9-i^K = (2iy + t;2) . (— i) = 2v — iv^ 
ist: 

Wir haben also, wenn wir noch bedenken, das i = e^'^^ i§t: 



/: 



1 00 

(cos z u) 



KT^^ 



du = et'^'' I - / — . rft;, 





und wenn wir zv = ß einfuhren 

1 « 

Wir erbalten demnach, wenn wir zur Rechten nur den reellen 
Theil beibehalten, für y(% folgende Gleichung 
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X 



//? \ rO 1 COS (2 — 4-«) / --ß Q—^ f 1 I 1 \ jQ 



' ''' J 1(1- r^ (i + r9V 



Entwickelt man die hierin vorkommenden Wurzelgrössen nach 
dem begrenzten Taylor' sdben Lehrsatz, so findet man 

wo zur Abkürzung 



m 



jR Dl = 



gesetzt wurde, und O und %' positive echte Bruche vorstellen. 
Fuhrt man diese Reihen oben in (6.) ein und integrirt nach 
der Formel 

« 19 

J'e-ßßl-idß = r(g + i) = ^*- . f/^, 





so erhält man 



7a> = /:^^ cos(z-i«) . 2 (-ir • 'S? • X + (-1)"' « 



(8-) 



^^ g^''!» 2^;- ' ^ '' "'" 



Darin ist 



yr^ S*"^' 



OD 
1 /trka f ^ 1 MvN i 



'»I 



1 . S21^-JllJe-ßß-in.,ß, 
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S'„ = - ^ . 'J^^Je-ß ß-i R'„ dß . 



Setzt man nun 

1 + /|i = ^^4^y* und 1~.-^ = n.-i^l'^' 
£ Z 

und ebenso 

1 M ip = ^'^^^'* und 1 - '■ ^-^ - -'«-*-=5y''" 
SO dass 



.--'+©' » 



2z 


2 


■* 2z 


2 


2 


a-|3 


4»i + l'^ 


" 2z ' 


2 


_ «-'ß 



4to + 3'^ 2z 

wird, so lassen sich obige Ausdrucke in folgende Form bringen: 



OD 



1/ -L . cos(z — Jar) 1^"*'^ /^ly« / g-/»p2»«-^ cos y . rfg 




1 / 2 cos (z — 



(t+dr')")* 



5^ I» 



-,/Y sin(z-|7r) i2«H^2/j[^\2«4-i f \-^^n^\^i^y'd 



2 



Die absoluten Werthe der hier auftretenden Integrale werden 
grösser» wenn man im Zähler cos;^ und sin/ durch die;Einheit 

ersetzt und im Nenner die positiven Summanden (-«v ^^^ (2) 

unterdruckt. Alsdann lassen sich die Integrationen ausführen und 
Sm und S'm verwandeln sich resp. in die (m+1)*®" Glieder der 
Reihen, welche zur Rechten in Gleichung (8.) stehen. Daraus 
folgt, dass diese Reihen, welche keine andern sind als die in 
Gleichung (2.b.) vorkommenden, die Eigenschaft haben, dass der 
Unterschied zwischen der Summe der angewandten Glieder und 
dem wahren Werthe der Function stets kleiner ist als das zuletzt 
in Rechnung gezogene Glied. 

Ueberhaupt werden alle in den Formeln (2.) und (3.) ent- 
haltenen Reihen genau auf demselben Wege durch Entwicklung 
des Integrals 
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ywi 2 



m 



'(^) 



cos(z— 



2»i+l . L-H 

-4 ^);^ 



+ (1+ fD^^l ''^ 



i*"!« «Kä^ 







-(•+^^"]'^ 



erhalten, und somit kann auch für sie die obige Eigenschaft als 
erwiesen betrachtet werden. 

Nichts hindert, dasselbe Verfahren auch auf beliebig ge- 
brochene Werthe des Index auszudehnen, und es leuchtet von 
selbst ein, dass man zu analogen Resultaten gelangen würde. 
Statt diese Entwickelungen zu machen, ziehen wir es jedoch vor, 
zu unserer Formel (1.), welche alle diese Resultate in grösster 
Allgemeinheit umfasst und deren Rrauchbarkeit jetzt ausser allen 
Zweifel gesetzt ist, zurückzukehren; es wird nur noch nöthig sein, 
derselben auch für jedes gebrochene v eine für den Gebrauch 
bequeme Gestalt zu geben. 

Zuerst sei i/==2m-j-£, wo f einen echten zwischen — \ 
und -|-^ enthaltenen Bruch vorstellt; dann ist gemäss (1.): 

Y'ilnz I J 

oder 

V 2nz y J 

oder endlich 

(9.) J^n+s _ (_i)n j/^{/>'cos(2-^^7r)-0'sin(z L^+Ji^jl . 
worin 



(9.3.) . 



/>' = 2^(-iy 



j^ip\S 



2p 



n' _ V l-^l)P (4n+2. + l)^^+^'^(4n +2.-lf^^'-^ . _J_ . 



Ebenso erhält man fuv v = 2n -{- 1 -\- e, wo s dieselbe Bedeu- 
tung hat wie oben 
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(10.) /«''+^+*= (-l)y|j{i>"sin(z_^«) + ö"cos(.-^.)j 



und darin ist 



(10. a.) 






Die Formeln (9.) und (10.) , welche die Formeln (2.) und (3.) als 
specielle Fälle enthalten, erweisen sich als äusserst vortheilhaft 
bei der numerischen Berechnung von /(j). Die Reihen des §. 5., 
obgleich convergent für jedes z, werden bei grösseren Werthen 
von z sehr unbequem. Aber gerade für solche grössere z wer- 
den die jetzigen Entwickelungen brauchbar» und liefern die Werthe 
der Function um so genauer und um so rascher, je grösser z wird. 
Die Gleichungen (9.) und (10.) können auch zur Auflösung 
der transscendenten Gleichungen 

4;:+« = und 4^)+'+* = 0, 

benutzt werden. Aus jener findet man 

cotg \z ^—'Jt) = p » 



aus dieser 



^ / 2«+l \ Q 



/* 



4 'V P" 

Die Wurzelwerthe der ersteren ergeben sich demnach aus der 
Gleichung 

2fi+l 2w+l , Q' 

z ^Tt = — - % — arc ig y. 

und die der letzteren aus 

z — — ^ — TT = mit — arc ig -ßr, • 

Daraus lassen sich die Wurzelwerthe, welche in unbegrenzter An- 
zahl vorhanden sind, für einigermassen grosse z durch Annäherung 
berechnen, und zwar mit um so grösserer Genauigkeit, je grösser 
m und darum auch z ist. Man bemerkt leicht, dass die Differenz 
zweier aufeinanderfolgenden Wurzeln , für ein und dieselbe Func- 
tion, sich um so mehr der Grenze it nähert, je mehr z wächst, 
und dass die Differenz der gleichvielten Wurzeln zweier Func- 
tionen, deren Indices verschieden sind, sich bei wachsendem z 

der Grenze —it nähert. 
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Die nämlichen Resultate ergeben sich auch mit Leichtigkeit 
aus folgender Bemerkung. Für sehr grosse Werthe von z nähert 
sich die Reihe Q der Null, während P sich auf das erste Glied 1 
zurückzieht. Man hat daher für sehr grosse Werthe von z 
nahezu: 



(11.) 



/-+'+• = (_ ir/|: sin (z-^.). 



woraus das oben Behauptete sofort evident ist. 

Addirt man die Quadrate dieser beiden Gleichungen, so ergibt 
sich, ebenfalls nur fiir äusserst grosse Werthe von z, die 
bemerkenswerthe Relation : 

(12.) {Ji^f + (y^r)^ = ^ . 

TL Z ' 

d. h. die Summe der Quadrate zweier BesseTschen 
Functionen, deren Indices um 1 verschieden sind, nä- 

hert sich bei wachsendem z dem Quotienten 



n z 



§. 18, Ueber die Wurzelwerthe der Gfleichung 



Jiz) = 0. 

Durch die Betrachtungen des vorigen Paragraphen erfuhren 
wir, dass die Gleichung J^g) = unendlich viele Wurzelwerthe 
besitzt. Da jedoch dieses Resultat mit Benützung divergenter 
Reihen erlangt wurde, so dürfte es angemessen sein, dasselbe 
hier nochmals mit aller Strenge nachzuweisen, indem wir zeigen, 
dass die Function /(j), wenn ihr Argument um 2 tc wächst, zwei- 
mal verschwindet, und dabei jedesmal ihr Vorzeichen wechselt. 
Wir betreten, um zu diesem Ziele zu gelangen, den von Bessel*) 
vorgezeichneten Weg. 

Wir nehmen zunächst an, v sei < ^ und > — ^, demnach 
V — ^ negativ echt gebrochen = — (i. Dann ist 

V 2 2* / cos (zu) . du 



J = — - 



f 



*) Bessel, Untersuchung des Theils der planetarischen Störungen, 
welcher aus der Bewegung der Sonne entsteht. Abh. der Berl. Akad. der 
Wiss. 1824. S. 39. 

Lommel, Bessersche Functionen. ^ 
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SeUt man nun z = '"l^ " , wo m eine ganze Zahl und 
' einen echten Bruch bedeulet, sq wird das vorslcliende Integral 



r- 



nder, wenn man p slalt (2m 



-ß 



Wird dieses Integral von v^ abisv^ b genommen, und gleich- 
zeitig k-\-ii) slatt V gesetzt, so hat man 



Darin nun nehmen wir nach und nach h =^ 1 , S , 6 2 m — 1 

und gleichzeitig immer a^A — ^1 und b = k-\-l, und erhallen, 
wenn zur Abkürzung 2m-\-m' = X gesetzt wird: 

+1 

,*/jt A 2 \t V / ■ « j ( — I I 1 



+ 



2 '-"'(-*')' A'^l »"" 



Die einzelnen Glieder dieses Ausdrucks sind positiv, das letzte 
schon dämm, weil -r w stets kleiner bleibt als -^' die übrigen, 
weil ihr positiver Theil grösser ist als der negative; denn man hat 



=/. 



ner des positiven Thells stets kleiner ist als der des 
Ferner ist jedes folgende Glied grösser als das vor- 
wegen der immer abnehmenden Menner; demnach 
ne zweier aureinanderrolgenden das Zeichen des letzten 
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derselben. Ist nun m gerade, so ist das letzte Glied in der Klam- 
mer positiv und daher die Summe aller Glieder positiv; ist dagegen 
m ungerade, so ist das letzte Glied innerhalb der Klammer nega- 
tiv und demnach die Summe aller Glieder vom zweiten an negativ, 
und das erste Glied sowie das Glied ausserhalb der Klammer sind 
ebenfalls negativ. Wir können daher aussprechen, dass/(2), wenn 
V zwischen — ^ und -{-fliegt, von z = m% bis ^ = (m+i)^ 
immer positiv ist, wenn m eine gerade Zahl, und nega- 
tiv, wenn m ungerade ist. 

Aehnliche Eigenschaften besitzt übrigens die Function /(,) 
auch dann, wenn der Index v beliebig reell ist. Denn man hat 

Diese Gleichung zeigt, dass J{yT) verschwindet, wenn z ^ /(KT) 
ein Maximum oder Minimum ist; zwischen zwei Werthen von z 



V 

V 



oder Yz, für welche z ^ J{VT) verschwindet, liegt aber noth- 
wendig ein Maximum oder Minimum , demnach auch ein Nuilwerth 

von J{yT)> Es geht daraus hervor, dass Jj^^ ebenso oft ver- 
schw^indet, als J^^) Maximum oder Minimum wird; ebenso muss 
zwischen zwei Werthen von z, für welche Jj^^ Null wird, ein 

! — r-f-1 

Maximum oder Minimum von z ^ J^VT), folglich ein verschwin- 
dendes /(«)" liegen, u. s. f. 

Für die negativen Werthe von v unter — ^ würde sich eine 
analoge Reihe von Schlussfolgerungen an die Gleichung 



^(^^ ^IvT)) 



V 

v—1 



anknüpfen lassen. 

Um ferner nachzuweisen, dass die Gleichung J^z) = 
keine imaginären Wurzelwerthe besitzt*), erinnern wir 
uns an folgenden Satz aus der Theorie der algebraischen Glei- 
chungen : Schreibt man die algebraische Gleichung Z == nebst 
den durch Differentiation aus ihr abgeleiteten der Reihe nach an 
wie folgt: 



*) Fourier, Theorie analytique de la chaleur. S. 372. 

5* 
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z = o . -1^ = . 11 = . ff = o , ... 

dz oz^ öz^ 

und nimmt an, dass jede reelle Wurzel irgend einer dieser Glei- 
chungen in die vorausgehende und in die nachfolgende substituirl 
Resultate von entgegengesetzten Zeichen hervorbringt, so ist ge- 
wiss, dass sowohl die vorgelegte Gleichung Z = 0, als auch 

sämmtliche daraus abgeleitete ^-=0 , ^— « = 0,^3=0, 

^ OZ oz^ Oz^ 

u. s. w., nur reelle Wurzelwerlhe besitzen. 

V 

Wir betrachten nun die Gleichung z ^ J{yT) = als eine 
algebraische Gleichung von unendlich hohem Grade; ihre succes- 
siven Ableitungen haben, dem (Grundgesetze fll. zufolge, alle die 
nämliche Form wie die ursprungliche Gleichung, nur ist in jeder 
folgenden der Index um 1 grösser als in der vorhergehenden. 
Drei beliebige in der Reihe aufeinander folgende dieser Glei- 
chungen wurden z. R. lauten: 

Zwis^chen diesen drei Functionen besteht aber, vermöge der Grund- 
formel (H.) die Reziehung 

welche zeigt, dass für einen positiven Werth von 2, der Jllj/~^^ 
zu Null macht, Jjp^) und JTy~t^ entgegengesetzte Zeichen an- 
nehmen. Was die negativen Werthe von z anlangt, so erhellt aus 
der Gleichung (VIII. §. 6.) 

^^^^) ^ 2^r(v + l) \^~2(2v+2)+ 2.4(2v+2)(2i;+4) T ^ 'p 



> • • 



V 
— — - V 



dass keiner derselben die Function z ^ ^(K7) noch irgend eine 
ihrer Ableitungen zum Verschwinden bringt, weil für ein nega- 
tives z alle Gheder dieser Reihe das nämliche Vorzeichen erhalten. 



-TT- V 



Wir sind demnach überzeugt, dass die Gleichung z ^ J{yT) = 

nur reelle positive, und demnach die Gleichung /(*) = nur 
reelle Wurzehverthe haben kann, und zwar zu jedem positiven 
einen gleichgrossen negativen. 
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m 

§• 19. Der Fourier'sche Lehrsatz. 

Bezeichnet man die positiven Wurzelwerthe der 
Gleichung z~*^.J^) = OihrerGrössenach geordnet mit 

'^0» '^1' '^2' •••» ^p* '"> ^^ kann jede innerhalb der Gren- 
zen bis 1 beliebig gegebene Function f(x) in eine 
nach {&px)~'*^J'^{'&px) fortschreitende Reihe entwickelt 
werden. 

Dem Nachweise dieses Lehrsatzes sei der gegenwärtige Para- 
graph gewidmet. Für den specielien Fall m ^^= wurde derselbe 
bereits von Fourier*) aufgestellt, und darum halte ich es für 
zweckmässig, auch das obige aligemeinere Theorem nach Fourier 
zu benennen. 

Wir gehen aus von folgender Entwickelung 



m m 



oder 



tn 



V 



m 



9>(^) = ^ «1» (Spoc) ^ J'^iVi^) , 



rn 

m 



in welcher fp einen der Wurzelwerthe der Gleichung z * J[yr)=0 
vorstellt, und demnach mit %p identisch ist. Es handelt sich jetzt 
darum, die Coefficienten »q, a^, ^2, ... zu bestimmen. Um irgend 
einen dieser CoefOcienten, z. B. a», zu erhalten, multipliciren wir 
beiderseits mit t/;„ dx, wo aj;„ eine Function von x ist, und in- 
tegrii'en von x = bis x=l. Wir bestimmen sodann die Func- 
tion '^n derart, dass nach vollendeter Integration die rechte Seite 
der Gleichung sich auf das mit a„ behaftete Glied zurückzieht, 
alle andern Glieder aber den Werth Null annehmen. 



m 



Bezeichnen wir die Function [ix) ^ /"* (j/ ix) zur Abkür- 
zung mit y, so ist jedes Glied der rechten Seite ein bestimmtes 



Integral von der Form 



1 
aj^y 



, ^ dx . 
ö 
Die Function y genügt (siehe III. Abschn.) der Differentialgleichung 



*) Fourier, Thc'orie analytique de la chaleur. Chap. VI. S. 386. 



N 
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demnach ist 



4/, + (».+i)|i + i?y = o: 



f^ydx=>- i J ((m+ 1)1^^1 + t(.xg)rfa:. 

Indem man die hier zur Rechten vorkommenden Integrale der 
theil weisen Integration unterwirft» erhält man: 

WO C und /> willkühriiche Constante sind. Nimmt man diese In- 
tegrale zwischen den Grenzen x==0 und x = x, so lauten sie 

j^a:. — .dx=\yxf^-y-^\^+Jy -^^ • dx . 
die Bezeichnung • • • wohl ohne nähere Erläuterung ver- 



wo 

ständlich ist. Man hat demnach: 



J^y.äx=J{y-^-^-im+l)y.f^äx 



Bestimmt man nun die Function if; aus der DifTerenlialgleichung 

wo ^' eine constante Grösse bedeutet, so kann man das Integral 
zur Rechten mit dem zur Linken zusammenfassen, und erhält: 

^:--=-\f^yäx = [t-li-.-^^ + («+i)t.]:. 



Die obige Differentialgleichung nimmt aber, wenn man \\ ' ent- 
wickelt» folgende Gestalt an: 
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und man erkennt durch Vergleichung mit der oben für y ange- 
gebenen Differentialgleichung, dass ihr 

oder, weil für jedes ganze m 
ist, auch 

m 

genügt. Fülirt man diesen Werlli in das obige Integral ein, und 
berücksiclitigt dabei, dass 

dy _d ((J^)" '2' J- (^|i)) _ f ■<. V - ^- ,«+1 /-j/y-N 
^ — - --^- - ^ (5x) J \y^x) 

ist, so wird dasselbe, wenn man die Grenzen einfuhrt, und be- 
denkt, dass der eingeklammerte Ausdruck zur Rechten fura: = 
verschwindet : 



.r 



Nimmt man nun x =1 als obere Grenze und versieht unter f 



m 

m 



und f Wurzeln der Gleichung z ^ Ji^pr^) = 0, so hat man 

(1.) h^'Q^) . J"'{Vt'x) .dx = o. 

Diese Formel gilt jedoch nur so lange, als f ' von f verschieden 
ist; wenn ? == ? gesetzt, ergibt sich der Werth des Integrals 
unter der Form ^ und wird nach bekannten Regeln bestimmt. 
In der Gleichung 



a: 



fj" iVU) . J" (/t'x) . dx 

2K^'. ./' '(fr-f)./"^'(Kg^)-2n"^-/"'(ns)./'"-'(Kfs)+4>/../"yi^)./"'(Kf^ ) 
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differentiiren ^ir nämlich zur Rechten Zähler und Nenner nach 
^' und erhalten dadurch den Ausdruck 

xr(-/fi) r(/nc) -mj/f^- r^WFi) • /'"(/?'^) 

welcher für a: = 1 und f ' = ? in (/"''^^(/f ))' übergeht. Wir 
haben demnach, wenn ?' = ? ist: 

(2.) j\r(}/f^)yda==^ (j-^'d/Dy. 



Die beiden in den Gleichungen (1.) und (2.) ausgesprochenen Sätze, 
welche an und für sich schon interessant genug sind, können 
jetzt dazu dienen , in der obigen Entwicklung von q> (x) die Coef- 
ficienten zu bestimmen. Um an zu finden, multipliciren wir die 
Gleichung 

m 

auf beiden Seiten mit 



^[x) =y,ap[ipx) ^rWipx) 



und integriren von x = bis x = 1. Zur Rechten verschwin- 
den dann alle Glieder, mit Ausnahme desjenigen, welches den 
Coefficienten a„ hat; wir erhalten daher zur Bestimmung dessel- 
ben die Gleichung 



/■ 



9 [x) ' [inxY J"Winx) . dx = a^J yiVtnx)) dx , 



woraus vermöge Gleichung (2.) 










folgt. 

Um daraus nun das Eingangs ausgesprochene Theorem zu 
erhalten, braucht man nur x'^ statt ,t, f(x) statt g)(itr^), ^p statt 

ySp zu schreiben, und erhält sogleich 

fix) == aol^^xr^ri^^x) + ai{^iX)-'"j'"(9ix) + a^i^^xr^J"" i&i^) + 
oder 
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(3.) f{x) = ^a, i&pxr'^ri^px) , 

worin 

1 

(4.) fip = .„^1 x2 Cxf[^)[^p^rj'^[^p^) • dsx 

b 
ist. Für M = erhält man daraus 

(3.a.) f{x) = ^ apJ^id'^x) . 

1 

(4. a.) ap = ^ / xf(x) . J^ (d-px) . dx , 



d. L den von Fourier am oben angeführten Orte bereits nach- 
gewiesenen Lehrsatz. 

§. 20. Der Schlömilch'sche Lehrsatz. 

Mit dem Fourier 'sehen Lehrsatz nahe verwandt ist ein von 
Schlömileh in der oben bereits citirten Abhandlung^) aufge- 
stelltes Theorem, welches ebenfalls von der Entwickelung einer 
beliebigen Function in eine nach Besserschen Functionen von 
gleichem Index fortschreitende Reihe handelt. Wir können uns 
nicht versagen, diesen interessanten Satz in erweiterter Gestalt, 
übrigens jedoch in getreuem Anschluss an das Original, als neues 
Beispiel von der Mannigfaltigkeit der Eigenschaften der BesseF- 
sehen Functionen, hier vorzuführen. 

Gehen wir nämlich aus von der bekannten Fourier'schen 
Reihe, 

F(z) = J[. ^0 -f ^^ cos ^ + ^2 cos ?^ + . • • , 

wo 

h 

An = -j^ j F(u) . cos— T- du 



ist, und welche gilt für ä ^ z ^ , setzen darin h = n, z = vx 
und multipliciren die jetzt für n^vx'^O giltige Gleichung 

F {vx) = ^ Aq -{■' A^ cos V X '{' A^ cos [2vx) -\- ••• 

n 



An = — l F(u) cos nu du 





*) Schlömileh, Zeitschrift für Math. u. Phys. II. Jahrgang. S. 155. 
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beiderseits mit 

2 d\) 



und integriren sodann zwischen den Grenzen o; = und x = \, 
so erhalten wir 

1 

(1.) ^f^- dv=Uo+AJ''{^) +^2^*(2 x) +4/0(3 x) + ... 



Da V die Einheit nicht überschritten hat, gilt diese Gleichung von 
X = bis X = 7t. Setzen wir nunmehr 

1 

2 rFivx) 

12.) ^ j y^^ • dv = /^(o:) , 



so ergibt sich durch Differentiation nach x: 







Wir schreiben jetzt in dieser Gleichung s statt Vy fit statt x, 
multipliciren beiderseits mit fi • , und integriren nach t zwi- 

schen den Grenzen t = und ^ = 1; dadurch ergibt sich 



oder nach einem bekannten Satze '*'): 



*) Schlömilch hat von dem hier in Anwendung kommenden, von 
Abel herrührenden Satze folgenden Beweis gegeben. Durch gewöhn- 
liche doppelte Integration findet man zunächst: 



fi y]i'- x^ 



ff 





K7*|l$ = -K^^'^^-''^'^] 



Dieses Doppelintegral verwandelt sich durch Einführung von Polarcoor- 
dinaten (a? = rcos'9' , y = rBm^) in das folgende 

'* '* F'(r cos d')rdrd& 



fJ 





Kft*— r« 
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1 





Für a: = erhält man aus (2.) F(0)=f{0), mithin ist 



1 





Wir schreiben nun in Gleichung (1,) f(x) statt des Integrales zur 
Linken, drücken zur Rechten F(u), welches in An enthalten ist, 
vermittelst der vorstehenden Gleichung durch f{u) aus, und ge- 
langen dadurch zu dem Satze, dass die beliebige Function 
f{x) unter der Bedingung 7t^x>0 in die Reihe 

(3.) fix) = ^A, + A, J^{x) + A,r^(2x) + ^3 /«(3a:) + ... 

entwickelt werden kann, wenn die Co efficienten^nach 
der Formel 

7t 1 

(3.a.) An = — I u cos nu du 1 ,7_-- • dt 



bestimmt werden. 

Setzen wir in Gleichung (3.) ]/ x statt x, so lautet dieselbe 

Nun ist aber (nach III. ,, §. 3.) 

Ditferentiiren wir daher oben beiderseits mmal nach x, so ergibt 
sich: 



(-^r y, {p-\-yr A^, . X ^/-((p+h/x) 



^x» ' *' ^ 



und daraus wird für r = fis und cos-ö" = t 

1 1 




Man hat datier 

1 1 



/• rF'{iLst)sdsdt 



"/f^/'t^S^'-t [-(«)--«»] 





d. i. die oben im Texte gebrauchte Formel, 
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oder, wenn man 

und 
setzt : 

Setzen wir darin o;^ statt x, so erhalten wir folgenden Lehrsatz: 
Die beiiehige Function (p[x) kann unter der Be- 
dingung Tt^x'^O in die Reihe 

(4.) " (p[x) = B^ J"(a:) + ^2 •/■'"(2a;) + i^a /'"(3itr) + • • • 

verwandelt werden, wenn nur die Coefficienlen ^ ver- 
mittelst der Formel 

n 1 

(4.a.) Bn = {— 



4^) • w ' — I ucosnudu I ^—z^-izdt 



und die Function f[u) aus der Gleichung 

bestimmt werden. 

Nehmen wir z. B. m = 1 , so ist 

oder, wenn dann x mit vr vertauscht wird 

^ = r(«) = 29>(«). 

Wir erhalten daher folgende, ebenfalls von Schlömiich bereits 
gefundene Entwickelung : 

cp[x) = B^J^[x) + B,^P[2x) + B.^J^{'6x) H 

worin 

TT 1 

Bn = i u COS nu du I Z-— ' ^^ 

, 

zu nehmen, und welche gilt für tc ^ a; ^ . 



L 



Zweiter Abschnitt. 

Die BesseFschen Functionen zweiter Art. 



§. 21. Die Functionen 3!^) ^»cl ?)(2) . 
Wir gehen von der Gleichung (ül.a.), nämlich von 



d"'(z '^if^)) . ,,rn -'-f 



r-f-m 



aus, dilTerentüren dieselbe beiderseits nach v und erhalten 



dz'" \ 






Nun leuchtet ein, dass — ^ — — genau in derselhen Weise 

a(z~"^j(Vv)) 

aus z und v-|-m zusammengesetzt ist, wie — ^^ — ^ — " - aus 2 
und V. Setzen wir daher 



V 

Z 



2cs,v ^G '«^(Vr)) 



oder, was dasselbe ist 
so lautet obige Gleichung: 

■(2.) ^^^-Af^y- _ (_^).« . ,. , ^^^ , 

Wir sind also durch dieses Verfahren zu einer neuen Function 
3(^) gelangt, welche sich dem Grundgesetz (III.) der Besserschen 
Functionen unterwirft. Es ist klar, dass wir durch wiederholtes 
Differentiiren der Gleichung (IILa.) nach v beliebig viele solche 
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FuDCtioneti erhalten könnten, welche mil der Function J*,) die 
genannte Eigenscliafl (heilen. Für unsere jetzigen Zwecke genügt 
es aber, bei der einmaligen DifTerenliation stehen zu bleiben. 

Wenden wir dasselbe Verfahren auf die Gleichung (IV.a.), 
nämlich auf 

8" (z'^ J(yr)) ™ '-^^ r ■» 

— ;?; — * • ■'cj) 



; (^ili*^!.)) , 



ar-'^^^- 



(1. h., wenn wir 

i„. ä(=^-'(Vr)) 
- iki^) li — 

oder, was dasseltie iat 

(SO =-*, = '^^ 

selten : 

(4.) -%"'^^')-(r.='^9,-p?,. 

Wir sind sonach zu einer zweiten Function ^('^i gelangt, welche 
mit der ßessel'schen Function /|^) die Eigenschaft (iV.) gemein hat. 
Um die Functionen 'i^l--, und ^|') durch bestimmte Integrale 
ausgedn'ickt zu erhalten, braucht man nur die Gleichungen (1.) 
und (3.) auf die DeBnition (I.) der Function /,'i> anzuwenden. Man 
erhalt zunächst 

: '_ f-J— -J^ rcoä(scosw)sin*''iarfwi 

rr^ ! / COS (icosu) sin'>'(d'logsin'(i> . tfu 

/ I 1 / cos {; cosw) sin*'» . da] . 
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d_ ( l_ _\ 1 j öv , j ^2 

2T(r + -i) \ dv ^ ^ ) 

oder, wenn wir die Gauss 'sehe Bezeichnung 






einfuhren: 

d 



L l ^ ^ = i (^(t' — i) + log 2) . 



Wir haben demnacli 



« 



z '^'\t\ = -:= I / cosfzcosc») sin^^G) log sin^ w. rfo) 





n 



— (1/^(1^ — ^) -|- ^og 2) I cos (zcoso>)sin^''G> . rfcoi 


oder endlich, wenn man beiderseits mit z'^ multiplicirt: 

7t 

(5.) 5^^) = ? / cos [z cos G>) sin 2^ co . log sin ^ o . e/ co 



- {^[v-\) + log 2) J(^,). 

Auf dieselbe Weise findet man 



2. 



c^)V,. = 4- I I — /cos(jcosG>)sin2^o}.</(ö| 







= ^ VC— ! / cos (z cosco) sin^"» . e/co} 



+ . ü / cos(zcosG>)sin^^G>.c?a) 




7t 



cos (z COS Co) sin 2*© . logz^sin^« . dco 



— ir^ 



K^.2* r( 

7t 



— (i/;(v — i) + log 2) / cos (2:cosa))sin^*a) .<?G)| 
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oder, wenn nocli beiderseils mit z~* multtplicirt worden ist: 

(6.) U} = ^^_/^^^^^J'c.o^{zco^<o)sin''<^.tog'Jsm^o,.d^ 

Diese beiden Glvicliuflgeii (5.) und (6.) gelten Tür jedes v > — ^. 
Zieht man die 5. (Gleichung von der (i. ab, so ergibt sti:b 
znischen den Functionen ^\,) und ''Q',} der Zusammenbang: 

(1.) «=) - 3U - 2 i»g = . 4] . 

Rcbreibi man in dieser Gleii:liung wieder 'j/'z statt z, mnJtiplicirt 

zuerst mit z^ , dann mit z ^. und dilTerentiiit mmal nacli :, so 
erbatt man 

dz" ' dz" 

Elimtnirl man miUelst der Oleicbung (7.) aus der ersten dieser 
Formeln ?)'~", aus der zweiten '^ , so folgt 

_<r(ioEr.=^J,Vr))^ 

Lotionen ^f,) und ^f,) genügt also jede nur einem 
setze (III.) und (IV.), woraus wir sofort den Scbluss 
1, dass die RediicUonsrormel (II.) für keine von 

wird. 

unctionen 3w <"><' VU) zugebörigen ßcductionsfor- 
lan aber unmittelbar, wenn man die Gieicbung 
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-r 2 (v — 1) jV—1 ,y— 2 

J{z) = ; J(z) — J{z) 



zuerst mit z— ", dann mit z'^ mulliplicirt und beidemal nacli v 
differentiirl. Es ers:ibt sich so: 



D' 



(10.) 3;, = '-^ 3(V -^U' + i J'^' . 

(11.) ?),;, = '-^^l^' - ?),V + |-/,r- 

Es hat keine Schwierigkeit, die in den Formeln (8.) und (9.) 
noch vorkommenden mten Diflerentialquotienten in Gestalt von 
endlichen nach Bessel'schen Functionen und negativen Potenzen 
von z geordneten Reihen herzusteilen. Man findet nämlich 

^'(log z.z-^j{y-)) ^ y ^1 ^ y log , ^ ^'"^ {^ ^ ^IvT)) 

oder, wenn man, um von der Summe zur Rechten das erste Glied 
abzutrennen, zuerst p = , dann p -f- 1 statt p setzt: 



^^"•(logz.r ^'^(W)) ,,,».,„ -^ 



V-^fM 



d 



z 



m 



(— i) . log 2: . z 2 y^^_^ 



^^7 ;;^y+l|-^ a^MogZ 6)"-^-^(z ^/(Vd) 

Nun ist aber 

a^^ log Z _ t^^z"^ _ /_.vH-l -;>-! _ /_ 1\P . pL , 

ferner 

'\m—p — If "" "5" wT . vi v-\-m—p — 1 

g.».-p-i = (— i) ^ •'('^c) 

Folglich iiat man 

(12.) H o.-7^(^) = Hi)» ,0g . . r ^/(«^r) 

y-f-m — f> — 1 

Ebenso leicht ergibt sich 

Loinmel, Bessel'soho Funclionrn, 6 



\ 
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V — tH 






§. 22. Die Function Z(^). 

Die beiden letzten Formeln des vorhergehenden Paragraphen 
treffen für v = in der folgenden zusammen: 

(1.) ^(^^1^ = (-r log . . .-" y(V) 

Wir setzen nun 

(2.) i» =log..J,»,-i2'2'^'-T+I-- -S+-'-' 
SO dass 

(2.a.) X(',) = logz.4) 

■ist; dann lautet obige Gleichung in dieser neuen Bezeichnungs- 
weise ganz einfach 



«, 



(3.) ^-^^ = (-r^-^-^(W). 

Differentiiren wir diese Formel noch wmal nach z, so ergibt sich 

oder, weil nach (3.) 
ist: 

(4.) '-"-t|-jM._,_i)..r=?.ift^,. 

Wir haben demnach eine neue Function, die durch Gleichung (2.) 
deünirte Function L^^), gefunden, welche dem Grundgesetz (III.) 
der Bessel'schen Functionen genügt. 
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Eine der GleichuDg (H. §. 1.) analoge Reductionsformel ergibt 
sich auf folgendem Wege. 

Addirt man die beiden Gleichungen 

Hz) = log z-^iz) — ^ y, ^ j^ipi 



jrn^2 



jLJ P + 1 z'^i 

SO erhält man, mit Rücksicht auf die Gleichung 

J(z) "^ = — (W— p — 1) /(,) ** — /(,) '' 

vorerst, und indem man der Kurze wegen bei den L und / das 
Argument z zu schreiben unterlässt 

^m-l _j_ ^m+l _, 2^ l^g ^ jn^ 

•^ ^^ jo+1 ^P+i 

Nun sondern wir von jeder der beiden letzteren Summen die An- 
fangsglieder, welche resp. + «^ tind — —^— J sind, 

und zusammen — ^ J geben, ab und fassen dann beide, nach- 
dem p durch />-("l ersetzt worden, in eine zusammen, welche, da 

(,,^ 1)^+21-1 (^+i)P+2M (^.^DPl-i p 1 

= — - [m—Vf^'^i^m—p—X) 
ist, wie folgt lautet: 

- 1 2 2^' • ('»-1)'"-^ (2«-p-l) . "^ . 

Diese Summe hat man nun noch mit der ersten zu vereinigen. 
Es ist aber 

= ^"7|^r' [(^-(i> + i))' + (2m~(p + l))(p+l)] 



m^ = m 



6* 



« 



^4 Zweiter Abschnitt. 

Wir liabfin also schliesslich 
, oder 

,K 1 2wi y wi jm — 1 • ym-\-\ 1 2 yw 

(o.) :. Hz) = -^(2) -r -^(2) + — Az) 
oder auch 

fr \ rw* 2(7« — 1) y»«— 1 yw— 2 2 ,»i 

(i). a.) -6(2) = — - — ^^) — //(j) — — ^(2) • 



§. 23. Die Bessersche Function zweiter Art Y^z). 

Wir nennen jede Function eine BesseTsche, welche, an 
die Stelle der / gesetzt, zweien von den drei Grundgleichungen 
(II. , lil. und IV.) Genüge leistet. Sie unterwirft sich dann jedes- 
mal auch der dritten , welche eine einfache Consequenz der beiden 
anderen ist, und ausserdem allen Relationen, welche im ersten 
Abschnitt für die Function J, die BesseTsche Function erster 
Art, bloss aus jenen Grundgleichungen abgeleitet worden sind. 
Eine neue Function mit den genannten Eigenschaften, eine B es - 
seTsche Function zweiter Art, erhalten wir nun durch Ad- 
dition der Functionen 3(z) und L^z) . Addirt man nämlich zur 
Gleichung (10. §. 21.), nachdem man in ihr das beliebig reelle v 
durch das positiv ganze m ersetzt hat, d. h. also zur Gleichung 

(^ffi 2 (m — 1) ^»i— 1 (\m—2 I 2 -»1—1 

'x3(c) = — : — ^(2) — -0(2) -r — •'(s) » 



die letzte Gleichung des vorhergehenden Paragraphen, nandirl 



j.m 2(m — 1) j-m—l j.m—2 2 ,»,-1 

H:) = — ; — -^(2) — M-) — — ^Kz) 



so ergibt sich 

3(^) + Mz) = — ; V3(r) + L{z) ) — U(r) + hz) ) » 

welche keine andere als die Gleichung (II.) ist, mit dem Unter- 
schied, dass die Summe 3*" -f- L'" an der Stelle von /"* steht. 
Setzt man ferner in Gleichung (2. §. 21.) m statt v und n 
statt m, und addirt die so erhaltene Gleichung 



( z 



n 



= (-r^ ' 3(/>=) 
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zur (jlleicliuiig (4.) des vorhergeliendeii Paragraphen, iiänilicli zu 
SO folgt 

und man erkennt, dass die Summe 3"* + ^"* auch dem zweiten 
Grundgesetz (111.) sich fügt. Nach unserer Auffassung muss dalier 
die Summe 3"* + L"' eine Bessel'sche Function, und zwar zum 
Unterschied von der im ersten Abschnitt betrachteten Function /, 
eine BesseTsche Function zweiter Art genannt werden. 

Sowie es eine Function Z"* gibt, welche zu 3"* hinzugefügt, 
eine Bessel'sche Function hervorbringt, so wird es auch noch eine 
Function ^"* geben müssen, welche mit 5)'" zusammengenommen 
ebenfalls eine Bessersche Function erzeugt. Wir können dieses 
Verhalten dadurch ausdrücken, dass wir sagen, Z" sei zu y\ 
A"' zu ?)"* complementär. Aus Gleichung (7. §. 21.) erkennt 
man aber sogleich, dass die zu ?)"* complementäre Function 



yl(z) = Z(z) — 2 log z J(z) 
oder 






sein wird, und dass für sie die Gleichungen 



.m 2(w— 1) vW -1 ^"1—2 2 jTn—i 



und 



.•(=?. ,V,) _ ,. , -^i-«, 



m — « 



gelten. Die Summe ^"* -{- A^ ist dann ebenfalls eine Bessel'sche 
Function und zwar mit X* + -^^ vollkommen identisch. 

Da die Grundgleichungen (IL, III. und IV.) hinsichtlich der 
Functionen /"* und 3*'' + L"^ linearer Natur sind , so werden ihnen 
nicht nur diese Functionen an und für sich, sondern ebensogut 
auch die Function 

a /(L') + h {^Xz) + L'^z)) 
Genüge leisten, wo unter a und b beliebige von z unabhängige 
Grössen zu denken sind. Durch llinzufügung des Gliedes a J'") 
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wird in den von uns aufgestellten Begriff der Bessel'schen Func- 
tion zweiter Art nichts Neues und Fremdartiges hineingetragen, 
und wir können daher, solange b nicht Null ist, vorstehenden 
Ausdruck als die allgemeinste Form der Besserschen Function 
zweiter Art betrachten. Wir können ferner durch zweckmässige 
Bestimmung der Gonstanten a und b unserer Function eine mög- 
lichst einfache Gestalt geben und diese sodann als Typus der 
Besserschen Functionen zweiter Art hinstellen. 

Setzen wir zu diesem Zwecke, und namentlich um die in 
3^) vorkommende Function ^(m — ^) wegzubringen, 6 = 1 und 
a ==s ip (m — ^) -f- log 2, so erhalten wir als einfachsten Ausdruck 
für die BesseTsche Function zweiter Art 

(La.) 7jJ> = ^ I cos [z cos©) . sin^*" co log sin^ o . rf» 



oder auch 



m' 



'(^) 






p + 1 



.H-i 



(MO 

worin 



TT*'» jz"* I r** 



(i.yO 



n 



K^) = 






cos (zcosco)sin^"*a} log sin^ q> . d(o 



»4-11—1 !*• — P — ^ 



ist. Diese Formeln, weniger allgemein, als die- für die Bessel'- 
sche Function erster Art gegebenen, gelten nur für positiv 
ganze Werthe von m, die Null mit inbegriffen. 

Setzen wir z. B. m==0, so gewinnt der Ausdruck für Y\z) 
folgende einfache Gestalt 

n 

(I.^.) Y%) = ~ /cos [z cos ©) log [z sin^ «).«?(». 



.0 1 C 



Wir bemerken hiezu noch, dass die hier eingeführte Function 
K^) mit 3(«) die in den Gleichungen 



und 



j^m 2(»l— 1) ^»1—1 ET»»— 2 I 2 -.w— 1 



\z) 
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ausgesprochenen Eigenschaften theilt. 

Endlich mögen noch die wichtigeren derjenigen Formehi, 
welche für F"* wie für J"" in gleicher Weise gelten, hier eine Zu- 
sammenstellung finden. 

l\l \ V"^ 2(m--l) -^m—l xr»*-2 



(— \ 



""' * »I—« 

»I— M 



(IV.) ^ ^r' ^ = (i) ^ ' i'c^) 



"• „. \ tu 



8""G* r^KF)) 



l^ = (i)" 2' (-1)" • "^ KT"^'" 

2»» ^i^z)) /^7m-^^2 ('^7«»-|-1^2 



az 



= (K^TJ - (r^7 



(VI.) (^+A)-Fr^^_^ = 2^ (-if • ^ . ^ Ff^) 

wi p m — p 

F5„ = r 2 (- 1)" ^^ ^ ^r^t' ■ 
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§. 24. Bntwickelung von ^^j) ^"^d A'^j) nach Potenzen 

von z. 

Nach Formel (VIII.) des §. 5. ist 



Jl) = ^(-1) 



p Z *^ 



also 



-■'•^r^)= ^(-if • 



Wir dißerentiiren hier beiderseits nach v, nach Anleitung der 
Gleichung (1. §.21.), welche die Definition von ^(z) ausspricht, 
und erhalten 

Darin ist 

Wir haben demnach 
oder 

3.-,) = _ ji, . log 2 - y (-1)^ . ^^^Ji^^L^ . 

Die Reihe zur Rechten convergirt für jeden Werth von z. 
Denn der absolute Werth des Quotienten des {/>+2)^^** durch das 
vorhergehende Glied, d. i. : 

(2"p + 2)(2i' + 2p + 2; * ~t/^(i/+pF 

nähert sich bei wachsendem />, was immer auch 2 sein mag, der 
Grenze Null. Da nämlich 

-^ (v+/>+l) = '^ (i^+/>) + ^p » 
also 

^(y+P +i) = 11 L_ 

ist, so nähert sich ^r^-r^r^"* wenn p zunimmt, dem Grenz- 
werthe 1. 
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Aus obiger Formel für J^z) erhält mau sofort diejenige für 
J{"i), wenn man, nachdem v durch das positiv ganze m ersetzt 
ist, beiderseits (i/;(m — i) + log 2) /(';') addirt. Zerlegt man gleich- 
zeilig i/^(w+p) nach der Gleichung 



^{m+p) = i/;(m) + ^j^^^ + ^qp^ + ' ' ' + 



— > 



m+p 



so ßndet man 



,m 









:^ _M +_!.. +...+ ' -V 



m-^-p-^lJ 



Nun ist 



'^(w*— i) —'^[m) = 2 ij;(2m) — 2 '^[m) — 2 log 2 



oder, da 



t 



(.. .-i) - ^[m) = 2 (-|-j + -^^ + . . . + ;,)-2log2 



= 2 



.^■J Wi+l + fl' 



— 2 log 2 . 



Wir haben also endlich 



(VIII 



/ qpzm — 1 \ 






+ 2 



(-1)^ 



,»»+2p4-2 



2P+ii2 2»«4-;»4-i|2,^L/ TO+1+7 




1 



und speciell für m = und m = 1 

i^(^,) = - 2 log 2 . y(% + ^ 



(Vlll.ß.) 



,2^+2 



qr=p 



V 1 



( ^)'' • (2H-i|2)2 ^ i+./ 



V 



4, = (1-2 log 2) 4, + 2j 



(-1)' 



,2/7+3 



2iH-i|2 2H-2i2,^;j 2+7 




I 



Ditj nämlichen Resultate hätte man auch, allerdings mit grösserer 
Mühe, gefunden, indem man in der Formel" 



z = und h^== z^ gesetzt und sodann in 



äP -^ ,^4.r> 



2P|2 



•^(A^^) 
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den Ausdruck 
^) = j^= — ;:!— ^ rsin«'+*P«).logsin2«.rfw 



« 



- (t/;(v+/?-4-) + log2) . ,^ ./ Ain^^+^Po) • e/« 



unmittelbar durch Integration bestimmt hätte. 



§. 26. Verschiedene Beihen. 

Um für die Bessel'sche Function zweiter Art Reihenentwiciie- 
lungen zu bekommen, die denen des §. 9. analog sind, setzen 
wir in Gleichung (VII. §. 23.) ä = — ^ , und erbalten zunächst 

Nun ist aber 

ff 

2;"* F(r) = ^ I cos (2;cosc3o)sin*'*c3ologsin^a) . d(ö 

Setzt man darin z = 0, so verschwindet, unter der Voraussetzung, 
dass m > 1 ist, zur Rechten Alles, mit Ausnahme des letzten 
Gliedes der Summe 2J » in welchem p = m — 1 ist. Man hat 
daher 

(^" Kz))^ = - 2""' (m- 1)! = - 2'"-^'' . 

Dieser Werth werde oben eingesetzt, gleichzeitig z^ statt z und 
m -{- 1 statt m (um der Bedingung m > 1 zu genügen) geschrieben 
und endlich noch beiderseits mit z''*+^ dividirt, so kommt 

Unterwirft man diese Gleichung derselben Reihenfolge von Ope- 
rationen, welche in §. 9. mit der entsprechenden Gleichung (4.) 
vorgenommen wurden, so gelangt man zu der Formel 
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(1.) y ' 



d. h. specialisirt 



Ff.) = (-1)"* 



2»«|2 



+ 



»=OT 




(-1) • ^.I^ -^ir) 



(ha.) 



2 '2-4 



^3 
71 J 



72 + 



= -+ r' 



24 



F« + 



2-4-ß 



70 + 



2-4-6 
2 

Z^ 



F^ + 



2-4-6.8 



F2 + 



f_ _L. £. FJ F2 

^i «^ 2 

.4 *5 



F» + 



2-4. 6-8 ' ' 2.4.6-8-10 
2^ 



72 + 



= y + ^^^-4 1^'+^' 



Und lässt man diesen Gleichungen wieder dieselbe Behandlung 
angedeihen, welche im §. 7. an der analogen Gruppe geübt wurde, 
so findet man 

Z 



(2.) 



r= V 



X; 2P+II2 

;P+2 

2H-2I2 



72= V-^iil^^7^_4_ 



^ 



2^ 

*2 



73= ^ (P + 1) 



2|1 ^H-3 






2! 



2H-8I2 



xrP 5 i 

24 z 



2-4 



^3! 9H^|2 2-46 2.4 2z« 



4-6 



2H^|2 



Jede dieser Gleichungen ergibt sich durch Differentiation der Vor- 
hergehenden, indem man in dieser j/ z statt z setzt, beiderseits 

mit z 2 multiplicirt (unter w -(- 1 d«» Index von Y zui* 
Linken in der fraglichen Gleichung verstanden) und dann zur 
Linken die Grundgleichung (Ilf.) , zur Rechten unter dem Siunmen- 
zeichen aber (IV.) anwendet: Durch diese Gruppe von Formeln 
kann also jede Bessersche Function zweiter Art, von Y^ an, durch 
alle übrigen und durch eine rationale Function von z ausgedrückt 
werden. 
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Die Gleichung (VI.) ist einer analogen Behandlung nicht fähig, 
weil z~"' Y^z) für z = unendlich gross wird. Wohl aber kann 
dieses Verfahren auf die Function K^z) angewendet werden, welche 
der nämlichen Gleichung (VI.) Genüge leistet. Setzen wir also in 

h = — z, SO folgt 



» — m 



Zufolge Gleichung (VIII. a.) des vorausgehenden Paragraphen ist 
aber 



— ^ I 



=:wj— 1 \ 

«=0 / 



Setzt man diesen Werth oben ein , schreibt auch z^ statt z und 
multiplicirt sodann beiderseits mit z'^, so hat man 

eine Formel, welche der Gleichung (3.) des §. 9. vollkommen 
analog ist. Für w == z. B. lautet dieselbe: 

(3.«.) ü:« + i-ü:« + |lür2 + ^iir3 + ... = _2iog2 

u. s. w. f. 

Die Eintwickelung von Y^^zj^h) findet man, indem man Schritt 
für Schritt den Weg verfolgt, der in §. 10. zur Entwickelung von 
/(;_!_/,) führte. Man erhält auf diese Weise 

(IX. a.) F(?-(_Ä) = J[h) ifz) + 2 Jq,)""^ Y[^^ 

oder auch, weil z und h mit einander zertauscht werden können: 

(IX. ^.) Yr.+H, = Yt,, /(T) + ^ Yi^' J!;r-' 

Daraus folgt für m = 

(IX. y,) ^(fe+Ä) == Jif,) Y^z) — 2 /(Ä) F(2) -(- 2 /(ä) Y^z) 
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oder auch 

(IX. ^.) ^(s+Ä) = ^i/i) Jiz) — 2 F(Ä) J{z) -h 2 F(Ä) J{z) 

' — 2 Y(^h) J(.z) + 2 I(Ä) /(2) — • • • 

Diese Formeln zeigen uns, dass r(z+/o sowohl nach Bessel'schen 
Functionen erster Art als auch zweiter Art entwickelt werden kann. 



§. 26. Entwickelung von F(s) nach negativen Potenzen 

von z. 

Nach §. 17, Gleichung (1.) ist 

1 f ., 2r4-l V ., 2H-1 \ ) 

folglich 

( .. 2V+1 V , 

t f^ 2 TT 2 ^ 

+ e ^ ^ ) [P-Qi)\ . 

IMerentiirt man diese Gleichung, die Definition von 3(z) (1- §-^^) 
heachtend, beiderseits nach v, und multiplicirt nachträglich wieder 
mit 2*, so erhält man 

oder, was dasselbe ist 

y 2n z [^ 

., 2r-fl V ^ 

worin P' und <p' die nach v genommenen AJileilungen von P 
und bedeuten. Die hier anzuwendenden Werthe von P und Q 



/ 
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gehen aber aus J^ und Q^ (Gl. 4. §. 16.) hervor, wenn man in 
diesen m durch v — \ ersetzt; danach ist 



g2i»|8 



.2P 



(1-)^ 



= l-2(-ir- 



(2 ,,+l)2H-2|2 (2 y __l)2H-2|-2 



= ^ i-if ■ 



g2p+2|8 



.2H-2 



g2p+l|8 ^2;?+! 

V 

Um daraus P' und ö' zu erhalten, muss zuerst 

d V 
bestimmt werden. Es ist aber 

log(2v+l)''+'"(2i;— 1^+^'-' 
= 2 log(2v+l + 2^) + 27 log(2v— 1 — 2^), 
folglich, wenn man hier beiderseits nach v differentiirt : 

2 , ^ 2 . 

«=0 ?=0 

Wir erhalten sodann nach gehöriger Substitution: 




+ 



(2.). { 



^^ 2v-l— 2$- 

ö=o 



g2;H-2|8 



/2;>H-2 







2v+l + 2q 



(2i;+lfH-2|2(2y_l)2H-i|-2 1 



j^ 2v—l — 2q 
q=0 



g2Hi. |8 ^2p+l 



und haben sonach die Function ;3(z) nach negativen Potenzen von 
z entwickelt. 

Die entsprechende Entwickelung von r^) selbst erhalten wir 
daraus sofort, wenn wir, nachdem v durch das positiv ganze m 
ersetzt ist, 
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(t(«-i) + iog2)/(:) + zr.) 

hinzuzählen. Berücksichtigen wir gleichzeitig, dass 

t {e^^ (P + Qi) — e-^^ [P— Oi)} = — 2 (Psin? + jpcos ?) 
und 

e^^(P' + 0'i) + e-^^iP' — O'i) = 2 (P'cos?— jp'sin?) 

ist (wo nur der Kurze wegen f statt z —^^n geschrieben 

wurde), so haben wir 

(3.) Yll, = (^(«.-i) + log2) JZ, - i2'2^' • 7+r • ^'"- 
+ ^n.yj-^ jl>sin(.-^-^«) + öcos (.-^-^+*«) | 

+ /|:jp:cos(.--^«)_,'sin(.--i:l«)i. 
Darin ist 

,;, (m- i) = t (-i) + jip^ + 2:f^ + • • • + ;^ 

oder if;(».-l) ==^[0) - 21og2 + 2(|- + y +•■•+ 2^) • 

WO i|;(0) die sogenannte Constante des Integrallogarithmen, nämlich 

^ (0) = — 0,5772156649015328606 • • • 

ist. Statt P , Q , P' , 0' sind die bereits oben gegebenen For- 
meln, nur m statt v gesetzt, zu gebrauchen. 



Für »I = ist 




+ 




= 



und darum auch P' ^ und jP' = 0; man hat daher einfach 

yU = (t (0) - log 2) 4^ 



(4.) 



und dabei 



+ i'^^l^ {^oSin(z— i7r) + 0ocos(z-i7r)} 



(4.a.) 



(x^pl?) 



2 



1 



< 



Po = ^i-lf'^ 






Für m = 1 dagegen hat man 



lt=0 i=U 9=0 (=Ü 



4) -= (♦(») + I - 1»8 2) 4) - ^' 

- i" yh {P,i:«M'-i«)-e,»ln(«-i«)} 
+ /f, {'■i' Sil. (. - 1- «) + S," CO» (! - i »)} 



-V(^I)" 



gaH-aiBi^H-iia 









8p + 4 3^iW _ 



ö/^2 2"(-ir.-^-^, ... 

Mit Hilfe dieser Formeln lassen sich, für einigermassen grossei, 
die Werthe toii T" und F' und mittelst der Formel (3.) iiber- 
liaupt die Werllie von P^) bequem berechnen. 

Die vorkommenden unendlichen Reihen gehören, wie die- 
jenigen des §. 17., zur Classe der halbconvergenten. 

Bei stets wachsendem z nahem sich die Werthe der Reihen 
Q, P' und Q' der Grenze 0, derjenige der Reibe P aber der 
r.rcnze 1; auch die Glieder der in dem Ausdrucke (3.) für r^) 
vorkommenden endlichen Reihe 

, V2"- -'^""' ^«'l'- 

^ihen, uie nun sich leicht überzeugen mrd, hei wachsendem : 
gegen Nnll Da nun ferner, wenn man die GleiHmngen (11. §. 17.) 
in eine 7usammenfa<:st 
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ist, so hat man für ein äusserst grosses z: 

(6.) YT., = j/^^ {(*(m-i) + log2)cos(z-^^) • 

+ i ^ sin (^z-?^^7rj}. 

Aus dieser Gleichung lässt sich erkennen, dass die Dilfererenz 
zweier aufeinanderfolgenden Wurzeln der Gleichung Y^^ = sich 
der Grenze n nähert, wenn z stets zunimmt. 



Lommel, Bessel'sche FuncUonen. 
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Lineare Differentialgleichungen, welche durch BesseF- 
sehe Funetionen integrirt werden. 



§. 27. Aufsuchung einer Function y von z derart, dass 



m — — ^ 



^ .. = / W '^ rV "* J[^V) wird. 

Die zu Ende des §. 4. abgeleitete Formel 






2 2 ^m 



welche auch für Bessersche Functionen zweiter Art giltig bleibt, 
zeigt uns, dass es möglich ist, durch wiederholte Differentiation 
eines Ausdrucks, der eine Bessersche Function enthält, zu einem 
Ausdruck zu gelangen, der genau dieselbe Bessel'sche Function 
enthält. Es liegt nach dieser Bemerkung nahe , zu untersuchen, 

welche Function y von z man statt z in J^VT) einzusetzen habe, 
damit man durch wiederholte Differentiation wieder auf die näm- 
liche Function J^ zurückkomme. 

Wir beschränken uns bei dieser Untersuchung auf 2 malige 



V 
— -— V 



Differentiation des Ausdrucks 2"* y ^ J{^J) nach z und erhalten 
mit Anwendung der Grundformel (III.) zunächst: 

_> i_ yyy> — 1 ^>n ,, 2 Tf7^—\ , ^y 

ci — ^^ y ^^^y^ dz 

+ wz"'-^ y ^ J^yj) 
und nochmals differentiirend : 
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dz* ~ 2* *' ^^y' dz* 



Iß 

— -r- V 



+ rn [m — 1) z"*'-^ y ^ Ji^VJ) • 
Nun ist aber nach (IL): 

folglich, wenn man diesen Werth in die vorige Gleichung einsetzt: 
Man hat demnach 

n \ 8'(z°'y-^-^(V)) 

wenn man nur y als Function von z aus der Differentialgleichung 

bestimmt hat. 

In dieser Differentialgleichung, welche vereinfacht so lautet: 

(2.) zyf|-(. + l).0*+2«y.|f = O. 

setzen wir zunächst 

dy d^y 

g7 = «y w^-'>y- 

Sie geht dann über in 

ZV — (v+ 1) zu^ -\' 2mu = 
und liefert 

während 
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dy X du 



dy 



ist. Setzt man in letztere Gleichung uy statt ^» so wird sie 

du , 9 ^ 

dz ' 
oder, nach Einfuhrung des obigen Werthes von v\ 

du 210^" n 

■dz ' z 

oder auch 

(3. — -^ — r -z vu = , 

\ ' u dz ' z 

Nun setzen wir 

z^*^u = tv und 2r-* = a: 
und erhalten 

oder, durch w beiderseits dividirend 

.. . ^ du , 2m J[_ dw 

^^'^ in: ' d~z "^ T ~ w ' dz' 

Ferner ist 

_«_! ' dx 
— V z ^ '^ = ö— » 

d. h. 

^^'^ X ' dz ~ z ' 

Clinninirt man nun mittelst der Gleichungen (4.) und (5.) 

du ^^ 273 

u d z *~ z 



-| und V aus der Gleichung (3.), so wird diese: 



1 dw , zu dx ^ 



w 



Da aber 



und 



folglich 



dz ^^ X dz 

2 m 
U = TV X* , 



2m— v~l 
ZU 



w . a: * 



X 



I ist, so erhält man die Gleichung 

i 2w — y-l 

j 1 {?tl7 , T ÖX ^ 

welche in der Form 



^ 
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2/« — V — 1 

(6.) g^ + x^— -dx^O 

unmittelbar integrirt werden kann. Man erhält durch ihre Inte- 
gration, wenn man unter C eine Vvillkührliche Constante versteht: 

2W— 1 

Führen wir nun statt w und x wieder u und z zurück, so erhalj 
ten wir 

Z 
M = - 



2wi — 1 

oder, weil 

.. — ^ ^^ 
u = — - ^ 

y GZ 
ist: 

dy z-^'^dz 



2W--1 

Diese Gleichung, integrirt, gibt 

logy = - f iogir(c- -/— . ^-^-M-i), 

WO K eine zweite willkührliche Constante bedeutet. Setzt man 

CK = a und — ^ — - = b , 

zm — 1 

so dass jetzt a und h die beiden willköhrlichen Constanten vor- 
stellen, so hat man endlich 

(7.) y = («+Äz-2.+i)-7. 

Substituirt man nun diese Function statt y in obige Gleichung (l.j, 
so erhält man 

( 9 12 _^'^< 

= I m (m-1) 2'«-2 _ ^2 /^I-Ji) z-9«« (a + 6 z'^ '«+i) " } 

i. _Jl 

X (fl + 6 2"2m+lJ2 /r (^ _[_ ^ ;j-2m+l) 2r ^ 

Zu der nämlichen Gleichung würde man gelangen, wenn man 
unter Anwendung von Formel (IV.) den Ausdruck 

V 



d'iz'^ y^ jIvj) 



dz^ 
auf analoge Weise behandeln würde. 
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Setzt man in (8.) a =^ ^ b = 1 , so erhält man specieller 

i/o i\2 "'(»4-2)— ( 2y+l)> / 2«i--l \ 

und daraus wieder noch specieller für m = 0: 

(10.) ?ik.,#i)-) --^.r^. r(ri) 

und für OT = 1 : 

(11.) duMä) _ - g . /i . .'(;.) . 

§. 28. Fortsetziing. 

Wenn m = ^ gesetzt wird , so liefert der für y gefundene 
Ausdruck : y = Const. , ein bloss particoläres Integral der zu in- 
tegrirenden Differentialgleichung. Behandelt man aber in diesem 
Falle die Gleichung 

(1.) .yg_(. + i)(||; + y.|| = 

ganz wie oben, so erhält man zwischen w und x die Gleichung 



woraus sofort 


dw , dos 

W* ' X 





> 


hervorgehl. Da nun 


rv +'^»^ 




C 


ist, so folgt weiter 


ZU X 




z " 



= (7 + v log z , 

zu I o » 

d. i. 

z 

C -\- V log z 

oder 

dz 

^ = — z 

y C+»logz' 
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woraus sofort 

log y = — ^ log ÜT (C + v log z) 
oder 

(2.) y = (a + 6logz)"- 

folgt, wo jetzt a und b die beiden willkubrlichen Constanten sind. 
Dann ist weiter 

v-f-l 

und 






Substituirt man diesen Werth nebst dem obigen Werthe von i/ 
in die Gieicbung (1.) des vorhergehenden Paragraphen, so hat 
man: 

(3.) g^ {z^ (a + ft logz)^ /' (« + b log z) '^) 

Setzt man darin speciell v = — ^ , so wird sie : 

^, (V^ic^blogz) /-*(« + 6 log z)) 

= _ (1 + 46^) y^^'-l^^ /-i(« + 6logz) 
oder, weil nach §. 4.: 

•^(T)"^ = ]/^^ • cos z 
ist: 

(4.) -^^ f^ ^-^ = ^^^~ . j/z.COs(a + 6log2). 

Für i; == werden sämratliche bisher gegebenen Integrale 
unserer Differentialgleichung (2.) des vorigen Paragraphen unzu- 
lässig. Alsdann aber wird dieselbe 

und man erhalt zwischen u und z die ohne Weiteres integrable 
Gleichung 



du , ^ dz ^ 



woraus sofort 



.<« 



I 
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hervorgeht. Dann ist ferner 

y 
folglich 

oder 

(6.) y = Ki^--^^^\ 

wo K und k die^ willkührlicben Constanten sind. Man erhält nun, 
wenn man k = log a und K^ = h setzt: 

Speciell ergibt sich für 6 = 1 und |x = 0, und wenn a^ statt a 
gesetzt wird: 

(8-) ^r^ = - (»og «)^ . «*' /« («1 

und ebenso für fe = 1 und |x = 1 : 

(9.) rf^)=-(i^'a^....«(a7). 

Sämmtliche in diesem und dem vorigen Paragraphen abgeleiteten 
Gleichungen gelten, wenn i; Null oder positiv ganz ist, nichtrnur 
für /*", sondern ebenso gut auch für die BesseKsche Function 
zweiter Art iT. 

§• 29. Die Bessersche Differentialgleichung. 
Zufolge Gleichung (3. §. 2.) ist 

l^-i -^ — ^{z) A«) • 

Diirerentiirt man diese Gleichung nochmals nach z , so erhält man 

d^ J(z) v^ d J(z) V V dJ[z) 

dz^ ~ z ' dz z^ •^(^> ~~d7~ 

oder, wenn man auf die hier vorkommenden ersten Differential- 
quotienten die Gleichung (1.) anwendet: 



( 
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Addirt man zu letzterer die mit z dividirte Gleichung (1.), nämlich 



V 
1 dJ{x) V V 1 jV^l 



so kommt 



d 



d^ Jiz) , 1 a J^z) V^ jy 2(y + l) ,.f+l , rl'4-2 



Nach (II.) ist aber 



2(V+1) ^V-l-l yf+a yf 

^ ./(z) ^(r) = ^(z) , 

folglich lautet obige Gleichung 

und druckt in dieser Form eine Beziehung aus, welche zwischen 
jeder Besserschen Function und ihren beiden ersten Differential- 
quotienten stattfindet. Setzen wir nun in dieser Gleichung /(^) = y, 
so wird sie 

(3.) S + T-Ü + (1-5)^ = 

und ist keine andere als die BesseTsche Differentialglei- 
chung, jedoch insofern verallgemeinert, als wir unter 

V jede beliebige reelle Zahl, also nicht bloss positive 
ganze Zahlen, verstehen. 

tAn particuläres Integral derselben ist nun 

und da die Gleichung (3.) ungeändert bleibt, wenn wir — v statt 

V setzen, so ist auch 

r—v 

ein particuläres Integral. 

Die vollständige Lösung der BesseTschen Differen- 
tialgleichung lautet demnach (im Allgemeinen): 

wo A und B die zwei willkührlichen Constanten vorstellen. 

Die Gleichung (4.) liefert so lange das vollständige Integral 
unserer Differentialgleichung, als v nicht positiv oder negativ ganz 
oder Null ist. Ist nämlich v ganz und zwar =n, so reducirt 
sich, weil in diesem Falle 
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Az)' = ( — 1)" -A") 

ist, die Gleichung (4.) auf die bios particuläre Lösung 

y = (A + [-1YB)J^) = C /(".). 

Da aber unsere Gleichung (2.) bloss mit Zuhilfenahme solcher 
Relationen abgeleitet wurde, welche, für ein ganzzahliges v, 
auch für die Bessel'sche Function zweiter Art statthaben, so ist 
auch 

(z) 

in diesem Falle ein particuläres Integral der DüTerentialgleichung (3.). 
Ist also V Null oder positiv oder negativ ganz, 
(=w), so ist 
(5.) y = Afl^ + B 1%) 

das vollständige Integral der Bessel'schen Differen- 
tialgleichung. 

An diese Integration der ßesserschen Gleichung lassen sich 
verschiedene Betrachtungen knöpfen. Zuerst zeigt sie uns, dass 
die gleich Eingangs vorgenommene Erweiterung des Begriffs der 
ßesserschen Function durch Zulassung auch gebrochener Expo- 
nenten kein willkührlicher Act, sondern eine in der Natur der 
Sache begründete Nothwendigkeit war. Durch die Bessersche 
Function erster Art mit gebrochenem Exponenten ist eine bei der 
Integration der Gleichung (3.) (und anderer Differentialgleichungen, 
wie sich in der P'olge zeigen wird) offen gelassene Lücke aus- 
gefüllt. 

Sodann zeigt uns dieses Integrationsverfahren, dass es eine 
BesseTsche Function zweiter Art mit gebrochenem 
Index nicht geben kann. Denn existirte eine solche, so 
wurden nicht nur /(«) und J^{, sondern auch Ylz) und Y^z) par- 
ticuläre Integrale der Gleichung (3.) sein, und man könnte für 
diese Differentialgleichung zweiter Ordnung ein Integral 

Ä 4) + ß/(7; + cyU + dy^:; 

mit vier willköhrlichen Constanten angeben, was offenbar unmög- 
lich ist. 

Drittens lässt sich, wenn /(;) als particuläre Lösung unserer 
Differentialgleichung bekannt ist, auf folgendem bekannten Wege 
noch eine zweite particuläre Lösung hinzufinden. Wir setzen 
in (3.) 
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y = Jiz)J 9>{^) ' ^^ 

und erhalten zur Bestimmung von 9 folgende Gleichung 

^w • ä! + V^ • -g^ + 7 • Ji^)) . g> = , 

woraus sich sofort 

und dann 

jv r dz 

ergibt, wo y eine Constante ist. Da diese Lösung mit den bereits 
gefundenen nothwendig übereinstimmen muss, so müssen folgende 
Beziehungen stattfinden, nämlich, wenn v gebrochen ist 

(6.) ci /(',) + ß /(T)" = y J[z) 1 -^.2 

J Z\J{z)) 

und ferner, wenn v ganz (=w) oder Null ist: 
(7.) « /(») ^4 Yl, = y Jll, f-ß^,^ . 

1/2 

Viertens werde in Gleichung (3.) z so gross gedacht, dass -^ 

gegen 1 vernachlässigt werden kann. Dann lautet die Gleichung, 
was auch v sein mag; wie folgt: 

dz^^ z dz^^ ^ 

und kann jetzt leicht in folgender Weise geschrieben werden*): 

^^ + (.+j'.).r;-o. 

Unter der oben gemachten Voraussetzung verschwindet aber auch 
j-j gegen 1, und die Gleichung reducirt sich auf 

und liefert integrirt 

y y z = et cos z -\- ßmiz , 

Dieses Integral muss nun, für äusserst grosse Werthe von z, mit 
den bereits gegebenen, für jedes z giltigen, übereinstimmen. 
Man hat daher, für ein gebrochenes v und ein äusserst 

grosses z 



*) Poisson, Journal de Tdcole polyt. Cah. XIX. S. 360. 
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/Q V j T* \ T> T—v a cos z + ß si>i 2 
(ö.) A y(s) -|- Jf y(,) = -r= 

und für ein ganzes v und ein äusserst grosses z 

(9.) A /2) + ^ rr.) = «<^^»^ + g»^'^^ . 

Wir ersehen daraus, dass für äusserst grosse Werthe von z die 
Bessel'sche Function sowohl erster als zweiter Art durch die Form 

a cos z -\- ß sin z 

n 

darstellbar ist, was uns übrigens durch die Gleichungen (11. §. 17.) 
^ und (6. §. 26.) bereits bekannt ist. 

Schliesslich sei es noch gestattet, die hier ganz allgemein 
gelehrte Integration der Besserschen Differentialgleichung in einigen 
speciellen Fällen durchzuführen, namentlich um den dabei vor- 
kommenden Gebrauch unserer Formel (V. §. 4.) zu zeigen. 

Es sei zuerst v = :J, so liefert die Gleichung (4.) sofort das 
vollständige Integral 

y = ^4) + ^j(^)^' 

Aus V. aber folgt, wenn daselbst v = — ^ und m = 2 gesetzt 
wird: 

T-i _ rV 3 } 3 f 

J{z) Ji^ — — Jiz) J^ J^z) . 

Demnach ist 

(10.) y = A 4) + B (/(^ -^ 1 4) - A 4,) 

die vollständige Lösung der Differentialgleichung 

Ferner sei, um ein sehr einfaches Beispiel zu wählen, v = ^, 
das vollständige Integral sonach 



so ist 


gemäss 


(V.) 


y — 

für V 


■ a4) + B /„)' 
^ und m 


1 




Nach 


(§• 


16.) 


aber ist 

4) ■■ 


i/ 2 

— y — • sm z 

Y nz 


• 












4) = 


-./ 2 /sin z 
r nz \ z 


COS zj 
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folglich 



und demnach entspricht 

(12.) y = j/|^ [A s\nz + B cos z) ' 

als vollständiges Integral der Gleichung 

Zu dem nämlichen Resultate wäre man übrigens auch gelangt, 
indem man Gebrauch gemacht hätte von der Bemerkung des §. 16, 

dass die beiden dort vorkommenden Functionen R^)^ und 

( — 1)"* . i?(^l) jede für sich den Fundamentalgesetzen der Bes- 
sel'schen Functionen gehorchen. Dann muss auch jede für sich 
der Besserschen DiiTerentialgleichung, welche wir aus jenen Grund- 
gesetzen abgeleitet haben, genügen, d. h. jede muss ein parti- 
culäres Integral derselben sein. Für m = aber ist 

^(I) = — I • ,/-- und i?(l,) = - — = , 
folglich hat man für die Gleichung (13.) das vollständige Integral 

y zn z 

oder 

y = —. — - ((ö + ft) cosz -f- [a — 6)f . sin 2;) 
y ''Inz 

oder endlich, wenn man (a — b)i=2A , a-\'b = 2B setzt: 

y = 1/— [Ä sin z -j- ^ cos z) , 

r nz 

genau wie oben. 

§. 30. Die Gleichung z^^+a^±\y = . 
Wir gehen aus von der Gleichung 

J^VT) = '-^^ /(KD - J{yT) 

y z 

und multipliciren dieselbe beiderseits mit z ^ . Dann heisst sie 



I 
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und kann jetzt, weil 
und 



rr+L. o ^v ^ ^JyT)) 



ist, aucli in folgender Form geschrieben werden: 

(^•) ^? +-Z rz +T-^ U(yT) = 0. 

Mullipliciren wir dagegen die Gleichung 

mit z^ , so dass sie die Form 

z^ jIvT) = 2 (v— 1) z 2 J(V^) — z . c 2 /('fj-) 
annimmt, und berücksichtigen, dass 

und 



-J-rrri. „ sCzW^'^ri) 



r— 1 d 

ist, so erhalten wir 

Setzen wir nun in (1.) z ^ JiVT) = y und v -j- 1 = a, so er- 
halten wir die Differentialgleichung 

sammt ihrem particulären Integral 

y = 2 '^ /(Vt) . 

r 

Setzen wir ebenso in (2.) z^ J[yT)=^y und — v+l = «# so 
ergibt sich die nämliche Differentialgleichung (3.) nebst ihrem 
particulären Integral: 
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Wir erhalten daher das vollständige Integral der obigen 
Differentialgleichung in folgender Gestalt 

_ "-Zl / a-l . 1-a \ 

(4.) y = z ^ {a J^vt) + B J{VT)) 

so lange a gebrochen ist. ist dagegen a Null oder positiv 
oder negativ ganz, so reducirt sich aus bekannten Gründen vor- 
stehende Lösung auf eine blos particuläre. Alsdann tritt aber, 
wie bei der ßesserschen Gleichung, die Function Y"^ in die Bresche 
und liefert das zweite particuläre Integral 



—" a— 1 f 

y = z 2 Y^VT) , 



indem ja, bei ganzem i/, die Gleichungen (1.) und (2.) für die 
Function F** ebenso gut gellen als für /"*, weil sie nu^ aus 
solchen Prämissen hergeleitet wurden, die für beide Arten Bes- 
seFscher Functionen in gleicher Weise stattfinden. 

Ist daher in der Differentialgleichung (3.) a eine 
ganze Zahl oder Null, so genügt ihr als vollständiges 
Integral 

(5.) y = z ^ \AJ[yT) + B Y{yT)). 

Vertauscht man in Gleichung (3.) z mit — z, so wird sie zu 

(6.) -D + «a'-ii' = o- 

und ihre Integrale lauten, wenn a gebrochen: 

(7.) y = z ^ \Aj[iir:,) + BJ[iih)). 

dagegen, wenn a ganz oder Null ist: 

(S.) y = z ^' \AJ[iyT) + B Y{iKz)) . 

Die im gegenwärtigen Paragraphen behandelte Differentialgleichung 
bietet darum ein ganz besonderes Interesse dar, weil sich die 
Lösungen verschiedener Probleme aus der Mechanik und aus der 
theoretischen Physik auf sie zurückführen lassen. Man gelangt zu 
derselben bei Bestimmung der Wellenbewegung des Wassers in 
einem cylindrischen Gefäss von sehr grossem Radius. Denkt man 
sich ferner einen Rotationskörper längs seiner Rotationsaxe er- 
wärmt, während seine Oberfläche auf einer constanten Temperatur 
erhalten wird, so gibt die nämliche Gleichung die Vertheihmg der 

< 
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Temperatur in jeilem Punkte dieses Körpers. Bei der Beslim- 
niung des durch eine unendlich weit entfernle magnetische Masse 
in einem weichen Eisen cy linder inducirten Magnetismus wird man 
ebenfalls zu dieser DifTerentialgleicbung geführt*). 

Die hier gegebenen Integrale, ebenso einfach als umfassend, 
lassen, wie ich glaube, nach keiner Richtung hin etwas zu wün- 
schen übrig. 

§. 31. Die aiccati'sche Gleiahung. 

Wir machen jetzt Gebrauch von den Resultaten des §. 27., 
indem wir in Gleichung (10.) daselbst 

setzen. Sie wird dann zunächst 







^ 


+ 


(,'ivf 


oder. 


wenn man z 


= 


ox einführt 






+ 




■ X 


Macht 


man jeUt 








l,2vf 

SO wird sie 


1 




d.h. 






flar 


+ 


2H- 

X ^ 



und ihr genügt 

Setzt man jetzt noch 

-'-^-i, folglich .--t-J^ 
und bedenkt, dass 

ergibt sieb 
irclihoff, Crelle'fl Journ. Bd. 48. 
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und darum auch 

(2.) y=.y^,j-^(^^^Jt-) 

als particuläres Integral der Gleichung 

(1-) + ^*^ = 0' 

welche keine andere, als die bekannte Riccali'sche ist. 

Verfährt man ebenso mit der Gleichung (11. §. 27.), so wird 
sie, indem man 

setzt, zunächst: 



1— 2y 

: r 

d 22 ' {'iv) 









Macht man nun wieder z^=px, sodann ^^-r^ = l, also p = [2vf^ , 
und endlich -'~--- =^ Ar, woraus v = , folgt, so hat man 

und deshalb auch 

(3.) . y = l/'^ ". J'^' (^-, • J^) 

als zweites particuläres Integral der Gleichung (1.). 

Das vollständige Integral der Riccati'schen Dif- 
ferentialgleichung 

(1.) g + 0.^^ = 

lautet demnach 



(4.) 
worin 



y = j/-^(Ajir + BJ^^, 



2 '^ 

^ ^ k + 2 ^ ^ 



ZU [nehmen ist, mit der Bedingung jedoch, dass , 
eine gebrochene Zahl sei. 

Ist nämlich , eine ganze Zahl, so fallen vermöge der 



Gleichung 



^(7) = (- 1)" z;^) 

Lommol, Bessel'scho Fundionen. 3 
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die beiden parüculären Integrale (2.) und (3.) in ein einziges 
zusanrimen; da aber bei ganzzahligem v die Gleichungen (10.) und 
(11.) des §. 27. auch für die ßessersche Function zweiter Art 
stattfinden, so hat man in gegenwärtigem Falle 

(5.) y = /x. F^ä(^-.a;'^"j 

als zweites particuläres Integral der Gleichung (1.). 

Ist demnach . positiv oder negativ ganz, so 
genügt 



(6.) 
worin 



A+2 



^ ~~ k + 2 ' ^ ^ 



ist, als vollständiges Integral der Riccati*schen Glei- 
chung 

(1.) ' g + ^*y = 0. 

Die Integrale (4.) und (6.) umfassen alle möglichen Fälle, mit 
Ausnahme eines einzigen, nämlich wenn k= — 2 ist. Alsdann 
aber lässt sich die Gleichung 

(7-) «:^g + y = 0. 

in welche die Riccati'sche jetzt übergeht, leicht mit Hilfe der 
Gleichung (4. §.28.), d. i. 

-^-j = — ^^^^^-yz . cos (r/ + 6 log t) 

integriren. 

Setzt man nämlich hierin 

?/ = V z . cos (a-{-b log ::) , 
so wird sie zu 

worin man nur b aus der Gleichung 

l+4/>2 _ 
4 

ZU bestimmen braucht, um sie in die Form (7.) überzuführen. 
Daraus ergibt sich aber 
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und es ist demnach, wenn man oc stall z schreibt 

y = y X . cosia^^y 3 log x) 

i'iu particuläres Integral der Gleichung (7.). Die Grösse a ist 
darin vollkommen willkuhrlich ; setzen wir dieselbe zuerst = 0, 
dann = ^ tt , so erhalten wir daraus folgende zwei speciellere 
particuläre Integrale 

y = y X . co^ {^ y~3 . log x) 

und . 

y = y X . sin (^ y^ log x) , 

welche übrigens zusammen, wie man unmittelbar einsieht, die 
obige anscheinend allgemeinere particuläre Lösung vollkommen 
ersetzen. 

Wir haben demnach als vollständiges Integral der 
Gleichung 

(7-) a;^ fj + y = 

den Ausdruck 

(8.) y = y~^ {a cos (1/3 log o:) + ßsin (^-j/ 3 logo:)) . 

Was nun ferner die Gleichung 

(La.) ^'j^_a:"y = 

anlangt, so lässt sich dieselbe ganz ebenso wie (1.) aus den Glei- 
chungen (10.) und (11.) des §. 27. herleiten, mit dem einzigen 

Unterschiede, dass man bei Gleichung (10.) ^.^ = — 1» also 

\£t Vj 

p = (-l)''(2^;)--^ bei Gleichung (11.) dagegen -|^^ = _1, 

d. h. p = (—1)' (^v)"", zu setzen hat. Für die Gleichung (l.a.) 
gelten alsdann die nämlichen Integrale (4.) und (6.) und unter 

den nämlichen Bedingungen,' nur muss jetzt | = .-^~ x - ge- 

nommen werden. Wir können daher aussprechen: 

Das vollständige Integral der Riccati'schen Glei- 
chung 

(l.a.) g - a:*y = 

lautet entweder 

(4.a.) y = j/x{jJtT + ßV"^7 

8* 
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oder 

(6.a.) y=-V^\^Jl^+ BY^') . 

ie nachdem 77^ eine gebrochene oder eine ganze Zahl 

•' k-f-2 

ist; dabei ist 

/.■4-2 

^ = r+2 ' ^ 

zu nehmen. 

Hat man es mit dem Ausnahmsfali k = — 2, d, h. mit der 

Gleichung 

(7.a.) ^-Ü-y-^ 

ZU thun, so braucht man nur in der Gleichung 

1 +4Ä»2 ^^ — ^ d. h. & = + ^ 27/5 ZU setzen, um sie auf die 
Form (7.a.) zu bringen Man hat dann sogleich als particuläres 
Integral der letzteren 

y = y~x cos ( « + i 2 j/ 5 . log x) 

oder diesem, äquivalent, für a = und « = y» <l»e zwei par- 
ticulären Integrale 

y = j/o: . cos {^i]/b . log a:) 

und 

y = ^/^ . sin {^ij/ 6 . log a:) . 
Nun ist aber 

cos (i t /5 log ^) = |(.4^1<>^-^ + ,-^-^^log^-) 

und ebenso 

sin (^/^ö log o:) = — i. (a:i^ - a:"*^^) . 

Das vollständige Integral der Gleichung (7.a.) lautet 
demnach, wenn^ und B willkührliche Constante sind 

(8. a.) y = A xi('+ ^^) + B x^i'- ^) . 

Die Gleichung 

lässt sich übrigens auch leicht direct integriren. Setzt man nämlich 
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y = X'" , 

SO verwandelt sich jene Gleichung in 

m{m — l) + 1=0, 

welche nach m aufgelöst für das obere Zeichen 

m = ^±_\ ij/3. 
für das untere dagegen 

liefert. Für den ersten F'ali sind daher in der Formel 

y = a:i±^*^ä" ^ y— ((-OS (^^3 logor) + t sin (^/3 log x]) 
und für «len zweiten Fall in der Formel 

zwei particuläre Integrale enthalten. Man gelangt also auf diesem 
völlig verschiedenen Wege zu den nämlichen bereits oben gege- 
benen Integralen. Wir glaubten jedoch der obigen Integrations- 
weise, weil sie mit der im allgemeinen Falle durchgeführten in orga- 
nischem Zusammenhange steht, hier den Vorzug geben zu müssen. 

Durch die gegenwärtigen Entwickdungen ist, wie ich glaube, 
die Integration der so viel behandelten Riccati'schen Differential- 
gleichung ein für allemal und zwar auf die befriedigendste Weise 
erledigt. Nur möge noch gestattet sein, den Gebrauch unserer 
Formeln an einigen einfachen Beispielen zu erläutern. 

Handelt es sich z. ß. um die Integration der Gleichung 

(9.) ?/^-fi±l/ = 0, 

so haben wir k = — ^ , und das vollständige Integral lautet 
zunächst 

Nach Gleichung (V. §. 4) ist aber, wenn man daselbst m = 1 
und V = — "1 setzt: 

Al) — — Al) "T '3 * ' f ' 



Wir haben demnach als vollständiges Integral der obigen Glei- 
chung den Ausdruck 

(10.) y = y^{A 4 + B[ji- 1 . 'f]) . 



worin ^ = -^ xi oder | = / • - xi zu setzen ist, je nachdem 
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in der gegebeneu Differentialgleichung das obere oder das untere 
Zeichen gilt. 

Sei ferner k = 1, also die Gleichung 

(11-) S ± a^y = 

zu integriren. Man erhält sofort die Lösung 

während aus (V.) 

resultirt. Die verlangte vollständige Lösung ist also 
(12.) y = /^ (^4 + ^[4 -±-l])' 



2 3 2 3 

wobei entweder ^ = —x^ oder S = « ., x^ zu nehnoen ist, je 

nachdem in (11.) das obere oder das untere Zeichen eintritt. 

g 
Nehmen wir k = — ^ » so finden wir als vollständiges In- 
tegral der Gleichung 

(13.) ;.*g + y = ö 

zunächst 

Wir erhalten sodann aus (V.) für m = 3 und v = — ^^ 

•^(ö^ = - •'L + 1 4) + 1 4 + J A . 

während nach den Formeln des §. 16. 

4 = y^^ • sin i 

ist. Setzt man diese Werthe oben ein, so ergibt sich nach einigen 
einfachen Reductionen 

■'<^* -y Si( [I - 1] «" « + f »1" ä) 



j 
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lind man hat, wenn man noch | = 5 o:^ wirklich tiinselzt, das 
folgende vollständige Integral der Gleichung (13.): 

(14.) tj = xi [a ( \ — 2 — 1 sin 5 o:^ y cos 5 x^] 

+ 5 f f-^ — ll COS 5 o:* + -^ sin 5 orA | . 

Das Integral der Gleichung 

(15.) xl f J - y = 

findet man ganz in derselben Weise, wenn man nur zuletzt 
I = 5ia;i setzt. Durch wenige nahehegende Umrormungen nimmt 
es die Gestalt 

(16.) y = ^M^f— ö- \ + i) c^-^ 

< \lhx^ hx^ / 

an. 

Ist . , ,i positiv ganz =n, folglich ä = — '^ . so ge- 

iiügt der Gleichung 



=*"-' >:2 



(17.) ^ " ^J ± y = 

das vollständige Integral 

(18.) y = /a;U4)+A"7(1,). 

1 

Darin müss, wenn das obere Zeichen gilt, | = 2wa;*^'', für das 

\^ 

untere dagegen ^ = 2n«a:^" gesetzt werden. 

1 2 //-4- 1 

Ist endlich . . ^ negativ ganz = — w, d. i /;= ~ "^ , 
so entspricht der Gleichung 

2«+l 
(19.) ^ « " p^ + y = 

die vollständige Auflösung 

(20.) y = /^' (^ /,!, + i? rri,) , 

welche sich von der vorhergehenden nur dadurch unterscheide! , 

dass in ihr entweder § = 2;iic 2« Q(](,p ^ ___ 2/iia; ^" zu setzen 
ist, je nachdem in Gleichung (19.) das obere oder das untere 
Zeichen gilt. 
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§. 32. Die Gleichungen ^ -\- e^^ y = und 



^*g^ + «^y = o. 



Es leuchtet unmittelbar ein, wie aus den Gleichungen 8. §. 27. 
und (3. und 7. §. 28.) noch weitere lineare Differentialgleichungen 
von aligemeinerer Form nebst ihren Integralen hergeleitet wer- 
den könnten, von denen z. ß. die Riccati'sche Gleichung nur ein 
specieller Fall wäre. Wir wollen uns jedoch darauf beschränken, 
nur noch zwei lineare Gleichungen von einfachem Bau hier an- 
zuführen, welche aus den Formeln (8. und 9. §. 28.) hervorgehen. 

Setzt man nämlich in der dortigen Formel (8.) 

y = ^^«1, 
so ist dieser Werth ein particuläres Integral der Differentialgleichung 

g + (logaf .««-y = 0. 

Derselben Gleichung genügt aber auch 

weil ja die Gleichung (8.) (ebenso wie (9.)) auch für die Bessel'- 
sche Function zweiter Art richtig bleibt. Setzen wir daher der 
Einfachheit wegen a = e, unter e die Basis der natürlichen Log- 
arithmen verstanden, so entspricht der Gleichung 

(1.) g + «2. j, .= 

das vollständige Integral 

(2.) y = ^ /O (gz) + J9 F» (ß^) . , 

Verfahren wir in analoger Weise mit der Formel (9. §. 28.), so 
erhalten wir für die Differentialgleichung 

(3.) ^*.g + e^ = 

die vollständige Auflösung 



(4.) 



y == 2 V^ jo(eO + B Y'>{e')) . 



§. 33. Die Gleichung af ■ ^-^^ -|- y = . 



Wir haben in §. 4. die Gleichung 

dz" ^ ' 2 



(!•) - ^:r'^^ --(-ir----^^(^r) 
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gefunden, welche auch in folgender Form geschrieben werden 
kann: 



^""(z^j'Cyv)) "* 



iffi ^^ ^^^ '-'f^-'"^' — "» 



(- 4zr • — V2.r-^ - ^' A^) - . 



dz 

Setzen wir darin 

m 

— - m 

z^ J{VT) = y . 



(-*-)'"■ Tif-y = o 



so lautet sie auch : 

dz' 

und wandelt sich durch die Substitution — 4 z =;? o; zunächst 
in folgende um: 

Machen wir nun 

(VT - ' ■ 

p = 16 . pT, 



'16\«» 

K 

d. h. 

so erkennen wir, dass 



m 

— m 

y = z^ J{VT) 
ein particuläres Integral der Differentialgleichung 

(3.) oT'.f^^ -y = 

ist, sofern nur z= — \px genommen undp aus der Gleichung 

p = 16 ^ 
bestimmt wird. Diese Gleichung liefert aber für p m verschiedene 

Werthe. Bezeichnen wir irgend einen der m Werthe der y 1 mit 
a, so liefert demnach die Formel 

m 

m verschiedene particuläre Integrale der Differentialgleichung (3.), 

falls statt cc nach und nach die m verschiedenen Werthe von y 1 
eingesetzt werden. 



Die Gleichung (1.) gilt aber nicht bloss für die Bessersche 
Function erster Art, sondern ebensogut für die BesseFsche Func- 
tion zweiter Art; demnach muss auch 



m 



y = x'^ Y"'(2ij/aa:) 
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ein Ausdruck sein, der unter denselben Bedingungen wie oben 
m paiticuläre Integrale der Gleichung (3.) liefert. 

Das vbllgländige Integral der Differentialgleichung 

(3-) ^" £" ^ ^ ^ ° 

ist daher 

(4.) y = x^ yj {ApJ"- (2,y^) + Bp r-"(2i }/^)\ . 

wenn unter «„,«,, a.^ «,„_i die w Winkel wer lUe der 

lileicbiing »" = 1, und unter ./„, A^, A^, ..., ^,„— i. B„, 
S,. B.^, ..., B„_i 2m wiMkiibrliche Constantu verslan- 
den werden. 

Machen wir jetut in Gleichung (2.) 

oder 

/. = 16 p'— 1 , 
so geht dieselbe über in 

(5.) '"t^+'-"- 

welcher aus denselben Gründen wie oben die particulären Integrale 

,j = x^ r'i'nyßx) 

und 

genügen, sofern mau unter ß irgend einen der m verschiedenen 
Werthe der y — 1 versteh!. 

Demnach genügt der Differentialgleichung 

(5-) «■■ f^ + » = n 

als vollständige Lösung der Ausdruck 

(6.) y = x^ "^ (A,J"'{2i/ß;^ + Bp F-^CSi/^a-)) , 

s h- ßi- h' ■•■• ^«-1 t'ie <it Wurzelwerthe der f.lei- 

ng (?« = — 1 und A^, A,, ^,, .... ^,„_,, ff,,, 5,, B„ 

t 2m willkfihrlicbe Cnnstante vorsteilen. 
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Tafeln für die Function yj^). 

Bessel hat seiner bereits citirteii Abiiandluiig „über die 
planetarischen Störungen** eine Tafel der Functionen /(^) und jj.) 
beigefugt, welche für alle um 0,01 verschiedenen Werthe des Ar- 
guments die zugehörigen Functionswerthe zehnstellig angibt, und 
zwar von z = bis z = 3,20. Hansen hat neue Tafeln von 
grösserem Umfange berechnet; dieselben gehen von z = bis 
2: = 20*), mit einem Incremente = 0,1 und geben die Functions- 
werthe bis auf 6 Decimalstellen, von denen die letzte bis auf eine 
Einheit verbürgt wird. Es dürfte dem Leser erwünscht sein, 
diese Tafeln, welche auch der schon mehrfach angeführten Ab- 
handlung von Schi ömi Ich beigegeben sind, hier abgedruckt zu 
Anden. 

Die Tafel L, welche die Werthe der Functionen J^ und /' 
enthält, ward in folgender Weise berechnet. Für die erste Hälfte 
der Tafel wurden die nach steigenden, für die zweite Hälfte die 
nach fallenden Potenzen fortschreitenden Reihen (§. 6. und §. 17.) 



*) Hier muss bemerkt werden, dass Hansen für die BessePsche 
Function eine von der hier adoptirten abweichende Schreibweise ge- 
braucht. Bezeichnen wir die Hansen'sche Form mit dem Buchstaben ], 
so besteht zwischen ihr und der unsrigen die Relation 

V V V V 

l^z) == J(2z) und umgekehrt J{z) = 1(X^) . 

In den Hansen^schen Tafeln geht daher das Argument eigentlich von 
bis 10, und das Increment beträgt 0,05. Die folgenden Tafeln ergaben 
sich daher aus den Hansen'schen durch blosse Verdoppelung des Ar- 
guments. 

Auch Schlömilch bedient sich in seiner Abhandlung der Hansen* - 
sehen Bezeichnung. Uns schien es angemessener, die ursprünglich 
Bessel 'sehe Form beizubehalten. 
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benutzt. Jedoch wurden auf diesem Wege (mit Ausnahme des 
letzten Theiles der Tafel) nur diejenigen Functionswerthe gefun- 
den, für welche z eine gerade Zahl ist. Aus diesen ergaben sich 
mit [lille des Taylor'scben Lehrsatzes die zwischenliegenden. Erhält 
nSmIicb -das Argument z den Zuwachs h, so ist 

/(.+() = •'C) + -0-r ■ T + -0^ ■ 2! + T^ ■ 3! + ■ : ■ 
Vermöge der Formel (6. §. 3.) ist aber 

TT - T V-^" - ■'''i ) 

-jr = -i ^•'"i - 2 •'i-i + -^i'» J 

Man erkennt aus diesen Gleichungen, dass diese DilTerenUalquo- 
lienten dem nämlichen Bildungsgesetz gehorchen, nie die nach m 
genommenen endlichen Differenzen zwischen je der zweiten Func- 
tion, mit dem einzigen Unterschied, dass jede dieser DifTerenzeii 
noch mit der sovielten l'otenz von 2 dividirt erscheint, als di<; 
jedesmalige Ordnung des DifTerenlralquolienleu angibt. Mit RücU- 
sicht auf die Gleichung 

erhält man uun z. B, für i = 8 folgende kleine Tabelle, in wel- 
cher die successiven Differenzen mit ^, , J„, J^, ... bezeich- 
net sind: 



Bedenkt man nun, dass für die ungeraden Ditferenzenordnungen 
die Vorzeichen umgekehrt werden müssen, so erhält man so- 
gleich : 
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\ dz /8 
\ dz^ /8 



+ 0,1423213 



— 0,1076952 



+ 0,763019 



(3^) _ 
\ dz* /s 

\ dz^ /8 



— 0,1423213 



+ 0,1076952 



0,763019 



Ebenso ergibt sieb 



m 



\z) 



'3 



.> { 



5 I — 0,1857748 

4 I + 0,2911323 
1 —0,2346363 
1 +0,2346363 
3 1—0,2911323 

5 j +0,1857748 



+ 0,4769071 

— 0,5257686 
+ 0,4692726 

— 0,5257686 
+ 0,4769071 



— 1,0026757 
+ 0,9950412 

— 0,9950412 
+ 1,0026757 



+ 1,997717 
— 1,990082 
+ 1,997717 



— 3,987799 
+ 3,987799 



+ 7,975598 



Daraus folgt nun 

\ dz /8 ' 

\ dz^ /8 



2346363 



(d^\ _ 
\ dz^ /s 



-f 0,2487603 



0,249237 



i^,f}p) = - 0,2487603 



Hat man nun auf diesem Wege eine Tafel der Functionen J^ und 
P construirt, so kann man vermittelst der Gleicbungen (II.), nämlicb 



Je) 


2 1 

^ «^(2) J{Z) 


J{z) 


4 j2 jl 

. J{z) J{z) 


J(z) 


6 ,3 j2 

^ J(z) Az) 


• 
• 
• 


• • 

• • 

2 (m — 1) ,»1—1 



^»»-2 

alle folgenden Transcendenten der Reihe nach daraus bestimmen, 
oder man kann sich auch, um J^) direct zu finden, der Gleichung 
(2. §. 1.) bedienen. In dem einen oder andern Falle nimmt aber 
die Genauigkeit ab, sobald 2(w — 1) grösser als z geworden ist, 
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und der Fehler, mit welchem die letzte Decimalslelie behaftet ist, 
vergrössert sich so, dass zuletzt alle merklichen ZifTern unrichtig 
werden. Um diesem Uebelstande zu begegnen, ist die Tafel II. 
hinzugefugt worden, welche die Besserschen Functionen für 
grössere Indices enthält. 

Beide Tafeln enthalten noch in drei Columnen unter den 
Ueberschriften a, h, c die Werthe der Ausdrücke 

»i »I »7» 

dJ(z) 1 o^J{z) 1 ^V*£l 

dz * i ' dz^' ' c * ~dz' ' 
reducirt auf das Increment der Tafel, welches in Tafel I. 0,1, 
in Tafel II. dagegen 0,2 ist. Hat man nun den Werth von J'" 
für ein nicht in der Tafel vorkommendes Argument ^ zu bestim- 
men, und ist z das nächste vorhandene Argument, so setze man 
J" — z = £, also f = z -|- e; dann ist nach dem Taylor* sehen 
Salze, wenn das Increment der Tafel mit h bezeichnet wird 

/(:+.) = /;:) + «. 1 + 6(|) + c (;j 



oder 



/(?+,) = J(T) + [« + (^ + ^ 7) -^-J 



h 



was für die Rechnung etwas kürzer ist. 
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Tafel I. 



0.0 1 

0.1 0.997502 

0.2 0.990025 

0.3 0.977626 

0.4 0.960398 

0.5 0.938470 

0.6 0.912005 

0.7- 0.881201 

0.8 0.846287 

0.9 0.807524 

1.0 0.765198 

1.1 0.719622 

1.2 0.671133 

1.3 0.620086 

1.4 0.566855 

1.5 0.511828 

1.6 0.455402 

1.7 0.397985 

1.8 0.339989 

1.9 0.281819 

2.0 0.223891 

2.1 0.166607 

2.2 0.110362 

2.3 0.055540 

2.4 +0.002508 

2.5 —0.048384 

2.6 0.096805 

2.7 0.142449 

2.8 0.185036 

2.9 0.224312 

3.0 0.260052 

3.1 0.292064 

3.2 0.320188 

3.3 0.344296 

3.4 0.364296 

3.5 0.380128 

3.6 0.391769 

3.7 0.399230 

3.8 0.402556 

3.9 0.401826 



a 



— 4994 
9950 

14832 
19603 

24227 
28670 
32900 
36884 
40595 

44005 
47090 
49829 
52202 
54195 

55794 
56990 
57776 
58152 
58116 

57672 
56829 
55596 
53987 
52018 

49709 
47082 
44160 
40971 
37543 

33906 
30092 
26134 
22066 
17923 

13738 
9547 
5383 

— 1282 
+ 2724 



1 



/ 



a 



—2500 


" 


2491 


+ ß 


2463 


12 


2416 


18 


2352 


24 


2270 


30 


2171 


36 


2056 


41 


1926 


46 


1782 


50 


1626 


54 


1458 


58 


1279 


61 


1093 


63 


899 


65 


699 
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